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1 導入
凸代数幾何と最適化理論の概要を説明する．以下，代数，幾何，解析の非常

に基本的な知識，記号は知っているものと仮定するが，ほとんどの場合に定義
は紹介する．定理の証明については，その証明が重要かどうかよりも，扱って
いる話題の雰囲気をつかむのに適したものを優先的に証明することとする．

2 半正定値計画問題
次の最適化問題を半正定値計画問題と呼ぶ．

(P) min 〈C,X〉
s.t. 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . , m,

X � O
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ここで，Ai, C ∈ Sn，b ∈ Rn とする．使用されている記号は次のように定義さ
れる．

定義 2.1. Sn を n × n 対称行列の集合，Sn
+，Sn

++ をそれぞれ Sn 内の半正定
値行列，正定値行列の集合とする．A,B ∈ Rn×n に対して，

• 〈A,B〉 := tr(ABT ) =
∑

i,j aijbij

• A � O ⇐⇒ A ∈ Sn
+

• A ≻ O ⇐⇒ A ∈ Sn
++

上記の順序記号は，行列の大きさが自然に決まる場合に頻繁に使用する．

例 2.2.

min 2x11 + 2x12

s.t. x11 + x22 = 1
(
x11 x12

x12 x22

)
� O

ここで，C = ( 2 1
1 0 )，A = ( 1 0

0 1 )，b = 1 とおけば (P) の形となる．制約は
x11(1− x1)− x2

12 ≥ 0，x11 ≥ 0，1− x11 ≥ 0 と書け，

(
x11 −

1

2

)2

+ x2
12 ≤

1

4

と同値になる．これは円を表しているので，最小値は 1−
√
2 となり，そのと

きの X は

X =

(
2−

√
2

4
−

√
2
4

−
√
2
4

2+
√
2

4

)
．

2.1 双対問題

ラグランジュ双対

L(X, y) = 〈C,X〉+
∑

i

yi (bi − 〈Ai, X〉)

とおくと，
inf(P) = inf

X�O
sup
y∈Rm

L(X, y) ≥ sup
y∈Rm

inf
X�O

L(X, y)

を得る．ここで，supy∈Rm infX�O L(X, y) を (P) の ラグランジュ双対と呼ぶ．
計算を進めて，内側の inf を外してみよう．
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2.1.1 準備

まず，次の定理が必要である．

定理 2.3. A,B ∈ Rn×n に対して，

tr(A) = tr(AT )

tr(AB) = tr(BA)

tr(ABT ) =
∑

i,j
aijbij ,

定理より， A,B ∈ Rn×n に対して，

〈A,B〉 = tr(ABT ) = tr(BTA) = tr(ATB) = tr(BAT ) = 〈B,A〉

より，〈·, ·〉 は Rn×n 上の内積になる．これより，ノルムが

‖A‖ :=
√

〈A,A〉 =
√
tr(AAT ) =

√∑
i,j
a2ij

と定義される．

定理 2.4. A ∈ Sn に対して，

A ∈ Sn
+ ⇐⇒ 〈A,B〉 ≥ 0, ∀B ∈ Sn

+

特に A,B ∈ Sn
+ のとき，〈A,B〉 = 0 は AB = 0 と同値である．

Proof. A,B ∈ Sn
+ に対して，

〈A,B〉 = tr(A1/2A1/2B1/2B1/2) = tr(B1/2A1/2A1/2B1/2) = ‖A1/2B1/2‖2 ≥ 0

が成り立つ．
逆に，A ∈ Rn×n に対して，〈A,B〉 ≥ 0, ∀B ∈ Sn

+ が成り立つとする．特に，
任意の x ∈ Rn に対して，xxT ∈ Sn

+ であるので，

0 ≤ 〈A, xxT 〉 = tr(AxxT ) =
∑

i,j

ai,jxixj = xTAx

が成り立つ．よって，A ∈ Sn
+ である．

特に，〈A,B〉 = 0 のとき，A1/2B1/2 = O なので，AB = O が成り立つ．

2.1.2 ラグランジュ双対の書き換え

いま，

L(X, y) = 〈C,X〉+
∑

i

yi (bi − 〈Ai, X〉) = bTy + 〈C −
∑

i

yiAi, X〉
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となる．X � O のとき，定理 2.4 より，

inf
X�O

〈M,X〉 =
{
0 (M � O)

−∞ (M 6� O)

より，
sup
y∈Rm

inf
X�O

L(X, y) = sup
y∈Rm

{
bT y : C −

∑
i
yiAi � O

}

を得る．よって，ラグランジュ双対は

(D) max bTy

s.t. C −
∑

i

yiAi � O

となり，(D) を半正定値計画問題の主問題 (P) に対する 双対問題 と呼ぶ．
問題の構成から

inf(P) ≥ sup(D)

が成り立つ．

2.1.3 相補性条件

双対問題を利用すると，次の最適性条件を得る．

命題 2.5. X，y をそれぞれ (P)，(D) の実行可能解とする．それらが

（相補性条件）
(
C −

∑
i
yiAi

)
X = O

を満たすならば，X，y はそれぞれの問題の最適解である．

Proof. いま，定理 2.4 より，
〈
C −

∑
i
yiAi, X

〉
= 0

が成り立つ．よって， 〈C,X〉 = 〈∑i yiAi, X〉 = ∑
i yi〈Ai, X〉 = bT y を得る．

一方，
〈C,X〉 ≥ inf(P) ≥ sup(D) ≥ bT y

より，〈C,X〉 = inf(P) = sup(D) = bT y である．

命題 2.6. 半正定値計画問題の主問題と双対問題が最適解を持ち，最適値が等
しいならば，Z(y) := C −∑m

i=1 yiAi に対して，

X, Y ∈ Sn が最適解である ⇐⇒





〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . , m,

〈Z(y), X〉 = 0,

Z(y) � O, X � O

が成り立つ．
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Proof. 相補性条件 2.5より，⇐=が成り立つ．次に =⇒を示す．両問題に最適
解 X � O, y ∈ Rm が存在して，最適値が等しいとする．すると，〈Z(y), X〉 =
〈C,X〉 −∑i yi〈Ai, X〉 = 〈C,X〉 − bT y = 0 となり，結論の式を得る．

例 2.7. 例 2.2 の双対問題は，

max y

s.t.

(
2 1

1 0

)
− y

(
1 0

0 1

)
=

(
2− y 1

1 −y

)
� O

となる．いま，双対問題の定義式の b は 1 である．制約は −y(2− y)− 1 ≥ 0，
2− y ≥ 0，−y ≥ 0 となるので，最大値は y = 1−

√
2 である．よって，主問

題と双対問題の最適値は等しい．いま，(P) の解との間の相補性条件は，
(
1 +

√
2 1

1 −1 +
√
2

)(
2−

√
2

4
−

√
2
4

−
√
2
4

2+
√
2

4

)
= O

となり，成り立っている．

2.2 双対定理

相補性条件を満たす実行可能解を見つけなくとも，最適解の存在は次のよう
に保証される．以降 A1, . . . , Am は一次独立と仮定する．なお，一次従属の場
合は問題を変形して，一次独立なものに書き換えることができる．

定義 2.8. (P) に対して，

〈Ai, X〉 = bi, X ≻ O

を満たす X が存在するとき，(P) は strictly feasible であるという．(D) に対
して，

C −
∑

i

yiAi ≻ O

を満たす yi が存在するとき，(D) は strictly feasible であるという．

定理 2.9. 半正定値計画問題の主問題と双対問題が strictly feasible であれば，
それぞれの問題に最適解が存在し，最適値は一致する．
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3 多項式最適化問題と半正定値緩和
R[x]，x = (x1, . . . , xn) を実係数多項式の集合とする．次の問題を多項式最

適化問題と呼ぶ．

inf
x∈Rn

f(x)

s.t gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , m,

hj(x) = 0, j = 1, . . . , me

ここで，f, gi, hj ∈ R[x] である．

3.1 多項式の最小化

まずは制約のない問題を考えよう．

inf f(x), x ∈ Rn

ここで，f(x) ∈ R[x] である．するとこの問題は

sup r s.t. f(x)− r ≥ 0, ∀x ∈ Rn

と明らかに同値になる．一般に，与えられた多項式が非負多項式であるか判
定する問題は難しいので，この変形にはあまり意味がない．しかし，多項式が
「非負多項式」であるという条件を，「二乗和多項式」であるという条件と置き
換えると，問題はずいぶん簡単になることが分かる．

3.2 2 乗和多項式

問題. n 変数多項式 f(x) が多項式の二乗和で書ける；

f = f 2
1 + · · ·+ f 2

2

とき，f(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rn である．
では逆は成り立つか？つまり，f(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rn であるとき，f は多項式

の 2 乗和で書けるか？

例えば，f(x, y) = 1−3x2y2+x2y4+x4y2 を考えると，f(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈
R2 であるが，f は多項式の二乗和では書けない．よって，逆は成り立たない．
しかし，多くの非負多項式が二乗和多項式である．

3.2.1 2 乗和多項式と半正定値行列

いま α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn に対して，xα = xα1

1 · · ·xαn
n , |α| = ∑n

i=1 αi と
する．
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命題 3.1. f を次数 2d を持つ多項式とする．すると，

f が 2 乗和多項式である⇐⇒ ∃X :半正定値行列, f = uTXu

が成り立つ．ここで，u = (xα)|α|≤d である．

解説. d = 2 の場合示す．他の場合も同様である．f = f 2
1 + · · ·+ f 2

n, deg f = 4

とする．いま，
u = (xα)|α|≤d = (1, x1, x2, x1x2, x

2
1, x

2
2)

T

となる．

fk = fk,00 + fk,10 x1 + fk,01 x2 + fk,11 x1x2 + fk,20 x
2
1 + fk,02 x

2
2

に対して，横ベクトル (fk,α)α を第 k 行にもつ行列を M とすると，

f =
[
f1 f2 · · · fn

]



f1
f2
...

fn


 =

[
f1 f2 · · · fn

]



∑
α f1,αx

α

∑
α f2,αx

α

...∑
α fn,αx

α




=
[
f1 f2 · · · fn

]



f1,00 f1,10 f1,01 f1,11 f1,20 f1,02
f2,00 f2,10 f2,01 f2,11 f2,20 f2,02
...

fn,00 fn,10 fn,01 fn,11 fn,20 fn,02







1

x1

x2

...

x2
2




=
[
f1 f2 · · · fn

]
Mu = uTMTMu

となる．X = MTM とおくと，X は半正定値行列なので，必要性が得られる．
十分性は，X が半正定値行列であれば，ある実行列M が存在して，X = MTM

と書けることから従う．

この命題より，制約なしの多項式最適化問題に対して，半正定値計画問題を
用いて，以下のように近似解を求めることができる．ここで f(x) =

∑
α fαx

α，
2d = deg f に対して，係数 fα を並べたベクトルを f，u = (xα)|α|≤2d とし，
f(x) = fTu と書く．また v = (xα)|α|≤d とする．

inf f(x), x ∈ Rn = sup r s.t. f(x)− r ≥ 0, r ∈ R

≥ sup r s.t. f(x)− r は二乗和多項式

= sup r s.t. fTu− r = vTXv, X は半正定値

最後の問題の制約で，xα に関して係数比較をする．いま，

vTXv = (xα)TαX(xβ)β = (1, x1, x2, . . . , x
d
n)X




1

x1

x2

...

xd
n



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に対して，ベクトルの添字 α, β に対応する行列 X の成分をXα,β とおくと，
vTXv =

∑
α,β Xα,βx

αxβ と書くことができ，制約は，

f0 − r = X00, fγ =
∑

α+β=γ

Xα,β

と書ける．よって，最後の問題は半正定値計画問題になる．
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4 二者択一の定理
次に，制約つきの最適化問題について考える．制約つきの最適化問題を解く

に際に重要な役割を果たすのが，ファルカスの補題などの二者択一の定理で
ある．

4.1 線形系に対する二者択一の定理

まず，連立 1 次方程式 Ax = b に対して，

Ax = b が解を持たない⇐⇒ rankA < rank[A b]

が成り立つ．これを次のように書き換える．まず，Aの i行をベクトル ai ∈ Rn，
b = (b1, . . . , bm) ∈ Rm とし，

R〈(a1, b1), . . . , (am, bm)〉
= {r1(a1, b1) + · · ·+ rm(am, bm) | ri ∈ R} ⊂ Rn+1

とおく．すると，Ax = b が解を持たないということは，行基本変形（ガウス
の消去法）により，

[
A b

]
−→




1
1

1
1




という階段行列が得られるということなので，

Ax = b が解を持たない⇐⇒ (0, . . . , 0, 1) ∈ R〈(a1, b1), . . . , (am, bm)〉

と言い替えるえられる．

4.1.1 線形不等式系

連立 1 次不等式に関しては以下の補題が有名である．

補題 4.1 (ファルカスの補題の亜種). 行列 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm に対して，

Ax ≤ b が，解を持たない⇐⇒ ∃y ∈ Rn
+ s.t. AT y = 0, bT y < 0.

ここで，R+ = [0,∞) である．

こちらも同様の形式に書き換える．一般に，（適切な演算が定義された）集
合K,R と，f1, . . . , fm ∈ R に対して，

K〈f1, . . . , fm〉 := {k1f1 + · · ·+ kmfm | ki ∈ K}

と定義する 1．すると， 1 代数における加群
と近いものである．
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Ax ≤ b が解を持たない⇐⇒ (0, . . . , 0,−1) ∈ R+〈(a1, b1), . . . , (am, bm)〉

と言い替えられる．制約つきの最適化問題の最適性条件である KKT 条件は，
問題を線形化した後，この補題を用いて双対を求めることで，得ることがで
きる．
このような書き替えにより，二者択一の定理を代数におけるイデアルの考え

方と結びつけることができる．

4.2 多項式系に対する二者択一の定理

複素数 C を係数とする多項式の集合を C[x] とする．いま一変数多項式の系
{
f1(x) = 0

f2(x) = 0

が，C に解を持つかどうか調べよう．上の系が解を持たないとすると，f1(x)

と f2(x) は共通因子を持たない．よって，ユークリッドの互除法 2より，ある 2 拡張されたユーク
リッドの互除法と呼
ばれることが多い．

多項式 a1(x), a2(x) ∈ C[x] が存在して，

a1(x)f1(x) + a2(x)f2(x) = 1

が成り立つ．したがって，1 ∈ C[x]〈f1, f2〉 := {a1f1 + a2f2 | a1, a2 ∈ C[x]} が
成り立つ．逆に解を持てば 1 /∈ C[x]〈f1, f2〉 となるので，

f1(x) = f2(x) = 0 が解を持たない ⇐⇒ 1 ∈ C[x]〈f1, f2〉

が成り立つ．

4.2.1 準備

一般に n 変数多項式を考える前に少し用語を準備する．

定義 4.2. R = C[x] または R[x] (x = (x1, . . . , xn)) とする．

• 以下で定義する (f1(x), . . . , fm(x)) を R の イデアル と呼ぶ：

(f1(x), . . . , fm(x)) := R〈f1(x), . . . , fm(x)〉
=
{∑

i
gi(x)fi(x) : gi(x) ∈ R

}

ただし，R は，fi の係数が R ならば R[x]，C ならばC[x] とする．

• R のイデアル I に対して，I ( J ( R となるイデアル J が存在しない
ならば，I は 極大イデアル であるという．

• R のイデアル I に対して，部分集合

[h] = {h + f : f ∈ I}

を 剰余類 と呼び，h をその剰余類の 代表元 と呼ぶ．
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• R のイデアル I に対して，

R/I = {[h] : h ∈ I}

とする．[h], [k] ∈ R/I に対して，

[h] + [k] := [h+ k], [h][k] := [hk]

と定義すると，R/I は環となり，剰余環 と呼ばれる．

4.2.2 複素零点定理

定理 4.3 (ヒルベルトの弱零点定理). f1, . . . , fm ∈ C[x] に対して，

f1(x) = 0, . . . , fm(x) = 0 が C で解を持たない

⇐⇒ 1 ∈ (f1(x), . . . , fm(x))

が成り立つ．

Proof. I = (f1, . . . , fm) とする．1 ∈ I ならば，ある gi ∈ C[x] が存在して，
1 =

∑
i gifi と書ける．よって fi(x) = 0 (i = 1, . . . , m) となる x が C に存在

すれば矛盾である．
逆に 1 /∈ I とする．すると I を含む極大イデアル J ( C[x] が存在する．

このとき C[x]/J は体であり，かつ C の代数拡大になる．いま C は代数閉
体であるので，C[x]/J = C．よって，xi の C[x]/J への像を ai とおくと，
ai ∈ C となる．よって，xi − ai ∈ J より (x1 − a1, . . . , xn − an) ⊂ J となる
が，(x1 − a1, . . . , xn − an) は極大イデアルなので，(x1 − a1, . . . , xn − an) = J

となる．いま，f1, . . . , fn ∈ J より，ある gi,j が存在して，

fi(x) =

n∑

j=1

gij(x)(xj − aj)

と書ける．よって，a = (a1, . . . , an) に対して，fi(a) = 0 (i = 1, . . . , m) とな
る．

この定理より，ヒルベルトの零点定理が成り立つ．イデアル I ∈ K[x] と部
分集合 V ⊂ Kn に対して，

V(I) = {x ∈ Kn : f(x) = 0, ∀f ∈ I} （I の 零点集合）

I(V ) = {f ∈ K[x] : f(x) = 0, ∀x ∈ V } （V の イデアル）
√
I = {f ∈ K[x] : ∃m ∈ N, fm ∈ I} （I の 根基）

と定義する．

定理 4.4 (ヒルベルトの零点定理). C[x] のイデアル I = (f1, . . . , fm) に対して，

I(V(I)) =
√
I
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Proof. h ∈
√
I とすると，ある k について hk ∈ I．よって，すべての x ∈ V(I)

に対して h(x)k = 0 より，h(x) = 0 なので，h ∈ I(V(I)) である．
逆に h ∈ I(V(I)) とする．すると，Cn+1 上で f1, . . . , fm, xn+1 ·h− 1 は共通

零点を持たない．弱零点定理より，ある g1, . . . , gm+1 ∈ C[x, xn+1] が存在して，

1 = g1f1 + · · ·+ gmfm + gm+1(xn+1h− 1)

が成り立つ．xn+1 = 1/h を代入すると，

1 = g1(x, 1/h)f1(x) + · · ·+ gm(x, 1/h)fm(x)

となり，分母の h を払うと，

h(x)k = h(x)k1g1(x, 1)f1(x) + · · ·+ h(x)kmgm(x, 1)fm(x)

より，hk ∈ I を得る．よって，h ∈
√
I が成り立つ．

4.2.3 実零点定理

一般の代数幾何では，実係数の多項式に対しても複素数解を主に考える．し
かし，多項式の実数解に関する研究は，最適化問題を始め，応用上は非常に重
要である．そのような研究は，実代数幾何 と呼ばれ代数幾何の中でも，独自
の発展を遂げている．
多項式系の実数における可解性の定理をいくつか紹介する．

4.2.3.1 零点が有限個の場合

まずは特殊な場合として，イデアルの零点集合が有限個で，不等式が一つだ
けの場合をヒルベルトの零点定理を用いて示す．

定理 4.5 (Parrilo [10]). f(x), hj(x) ∈ R[x] (j = 1, . . . , m) に対して，I =

(h1, . . . , hm) ∈ R[x] とおく．I =
√
I かつ，

VC(I) := {x ∈ Cn | h1(x) = 0, . . . , hm(x) = 0} （複素数解）

が空でなく有限集合であるとき，以下は同値である：

(1) ∄x ∈ Rn, f(x) < 0, hj(x) = 0 (j = 1, . . . , m)

(2) ∃aj(x), dk(x) ∈ R[x] s.t.

f(x) =
∑

k

dk(x)
2 +

∑

j

aj(x)hj(x)

Proof. (2) を仮定する．すべての x ∈ VR(I) に対して，f(x) =
∑

k dk(x)
2 よ

り，f(x) ≥ 0 となる．よって (1) が成り立つ．
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(1) を仮定する．V = VC(I) とすると，f(x) ≥ 0, ∀x ∈ V ∩Rn が成り立つ．
V は有限集合なので，v ∈ V に対して，p̃v(v) = 1，p̃v(u) = 0, ∀u ∈ V \ {v} を
満たす多項式 p̃v(x) が存在する．実際，i(u) を ui 6= vi となる添字 i とすると，

p̃v(x) =
∏

u∈V \{v}

xi(u) − ui(u)

vi(u) − ui(u)

は条件を満たす．次に v ∈ V ∩ Rn に対して pv := Re(p̃v) とおく．さらに
V ∩Cn = T ∪ T̄ と分割し，v ∈ T に対して，pv̄(x) := p̃v(x) とおき（係数だけ
共役をとる），pv = p̃v とおく．こうおき換えても，pv(v) = 1，pv(u) = 0, ∀u ∈
V \ {v} を満たすことは変わらない．ここで，v ∈ T に対して，

qv(x) :=

{√
f(v)pv(x) (x ∈ V ∩ Rn)

√
f(v)pv(x) +

√
f(v)pv̄(x) (x ∈ V ∩ Cn)

とおく．すると x ∈ V ∩ Cn のとき，qv(x) =
√

f(v)pv(x) +
√
f(v)pv(x) なの

で，qv は実係数多項式であり，qv(v) =
√

f(v) となる．したがって，f(x) −∑
v∈(V ∩Rn)∪T qv(x)

2 = 0, ∀x ∈ V となり，ヒルベルトの零点定理より f(x) −∑
v∈(V ∩Rn)∪T qv(x)

2 ∈
√
I を得る．仮定より

√
I = I なので，(2) が成り立

つ．

言い替えると，この定理の条件下では，f(x)が hj(x)の零点上で非負多項式：

f(x) ≥ 0, ∀x ∈ {x ∈ Rn | h1(x) = 0, . . . , hm(x) = 0}

ならば，f(x) =
∑

k dk(x)
2 +
∑

j aj(x)hj(x) と表現できる，ということを保証
している．
よって，定理の条件を満たす（実行可能領域が有限集合）最適化問題に対

して，

inf f(x) s.t. hj(x) = 0

= sup r s.t. f(x)− r ≥ 0, hj(x) = 0

= sup r s.t. f(x)− r =
∑

k

dk(x)
2 +

∑

j

aj(x)hj(x).

が成り立ち（すべて等号），最後の問題は，現れる多項式の次数を制限すれば，
半正定値計画問題で書くことができる．具体例は後ほど説明する．

4.2.4 実零点定理

解の個数が無限個で等式だけからなる場合，実係数多項式の Rn における可
解性は，以下のように，Cn の場合と大きく異なる：

定理 4.6 (弱形式の実零点定理). f1(x), . . . , fm(x) ∈ R[x] に対して，

f1(x) = 0, . . . , fm(x) = 0 が R に解を持たない

⇐⇒ −1 ∈
∑

R[x]2 + (f1(x), . . . , fm(x))
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が成り立つ．ここで，(f1(x), . . . , fm(x)) は R[x] のイデアルであり，
∑

R[x]2 :=
{∑

i
g2i | gi ∈ R[x]

}

である．ただし，右辺の
∑
は有限和を表す．

実際，x2 + 1 = 0 は C 上では解を持つが，R では解を持たない．よって，
I = (x2 + 1) ⊂ R[x] を考えると，1 /∈ I だが，

−1 = x2 + (−1)(x2 + 1) ∈
∑

R[x]2 + (x2 + 1)

となる．

解説. 証明の流れは，複素零点定理と比較しながら読み進めるとわかりやすい．
I = (f1, . . . , fm) ⊂ R[x]，T =

∑
R[x]2 + I とおくと，T は preordering3 とな 3 体の通常の順序と

異なり，ある元と 0
との大小が必ずしも
定まらない

る．まず，−1 ∈ T のとき，fi(a) = 0 となる a が存在すれば，−1 =
∑

i gi(a)
2

となり矛盾．
−1 /∈ T として，方程式が解を持つことを示す．いま I に付随する極小

素イデアル I ′ に対して，R[x]/I ′ の商環 fr (R[x]/I ′) は R の拡大体である．
−1 /∈ T より，T は，fr (R[x]/I ′) の順序 &（通常の順序集合を定義するも
の）で，& の R への制限が R の順序 ≥ を与えるようなものに拡張される．
fj , xi の fr (R[x]/I ′) での像を，それぞれ f̄j, ai とおくと，fj ,−fj ∈ T より，
f̄j ≃ 0 (f̄j & 0 かつ −f̄j & 0)である．さらに fj(x) =

∑
i f̄j,αx̄

α
i =

∑
i fj,αa

α
i よ

り，fj(a1, . . . , an) ≃ 0 (j = 1, . . . , m)が成り立つので，fj(x) = 0 (j = 1, . . . , m)

は fr (R[x]/I ′) に解 a = (a1, . . . , an) を持つ．ここで，R は実閉体 4であるので， 4 中間値の定理が成
り立つような順序体
のこと

Tarski’s Transfer Principle より，fj(x) = 0 (j = 1, . . . , m) が (R,≥) の拡大順
序体 (fr (R[x]/I ′) ,&) に解を持つならば，R にも解を持つ．よって示された．

定理 4.7 (実零点定理). R[x] のイデアル I = (f1, . . . , fm)　に対して，

I(VR(I)) =
R
√
I := {f ∈ R[x] : −f 2m ∈

∑
R[x]2 + I}

が成り立つ． R
√
I を I の 実根基 と呼ぶ．

Proof. h ∈ R
√
I とすると，ある di, gj ∈ R[x] が存在して，−h2k =

∑
i d

2
i +∑

j gjfj となる．すべての x ∈ VR(I) に対して，−h(x)2k =
∑

i di(x)
2 より，

h(x) = di(x) = 0 となる．よって，h ∈ I(V(I)) である．
逆に h ∈ I(V(I))とする．すると Rn+1 上で f1, . . . , fm, xn+1 ·h−1 は共通零

点を持たない．実零点定理の弱形式より，ある di, gj ∈ R[x, xn+1] が存在して，

−1 =
∑

i

d2i +
∑

j

gjfj + gm+1(xn+1h− 1)

が成り立つ．xn+1 = 1/h を代入し，分母の h を両辺に h の偶数べきをかける
ことで払えば，

−h(x)2k =
∑

i

{
h(x)kidi(x, 1)

}2
+
∑

j

h2kjgj(x, 1)fj(x)

を得る．よって，−h2k ∈∑R[x]2 + I である．
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4.3 不等式系の解の存在定理

一般の不等式系に関する以下の定理を紹介する．

定理 4.8 (実零点定理の一般系 [2], [7]). fk(x), hi(x), gj(x) ∈ R[x] に対して，以
下は同値である

(1) 以下の不等式系が実数解を持たない；




fk(x) > 0, k = 1, . . . , r,

gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , t,

hj(x) = 0, j = 1, . . . , s.

(2) ある uk ∈ N, ai ∈ R[x], σe, τe ∈
∑

R[x]2 が存在して，
∏

k

f 2uk

k +
∑

e∈{0,1}r
σef

e +
∑

e∈{0,1}t
τeg

e +
∑

j

ajhj = 0,

where f e = f e1
1 · · · f er

r

成り立つ．

複雑で分かりづらいので，式を少なくした以下の系を挙げる．

系 4.9. f(x), hj(x) ∈ R[x] (j = 1, . . . , m) に対して，以下は同値である．

(1) ∄x ∈ Rn, f(x) > 0, hj(x) = 0, j = 1, . . . , m

(2) ∃ℓ ∈ N, aj(x) ∈ R[x], σ0(x), σ1(x) ∈
∑

R[x]2,

f(x)2ℓ + σ0(x) + σ1(x)f(x) +
∑

j

aj(x)hj(x) = 0

例 4.10.

f(x, y) = −x− 1 > 0, h(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0

を考えると，この等式・不等式系は R に解を持たない．実際，ℓ = 2, a =

−1, σ0 = y2, σ1 = 2 とすると，

f 2 + y2 + 2f − h

= (−x− 1)2 + y2 + 2(−x− 1) + (−1)(x2 + y2 − 1) = 0

が成り立つ．
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5 非負多項式の表現定理
多項式系の解が有限個の場合に，その解上での多項式の最小化問題を半正定

値計画問題で書けることを示した．概略を振り返ると：

(1) infx∈Rn{f(x) : hj(x) = 0} = sup{r : f(x)−r ≥ 0, ∀x ∈ VRn(h1, . . . , hm)}
と書ける．

(2) 「f(x)− r ≥ 0, ∀x ∈ V（非負多項式）」を調べるのは一般には難しい．

(3) しかし，V が有限集合ならば，「f(x) − r =
∑

k dk(x)
2 +

∑
j aj(x)hj(x)

（二乗和多項式）と書ける」ことと同値．

(4) 多項式が二乗和多項式であることは半正定値行列を用いて表現できる．

今節では多項式系の解が無限個の場合に，非負多項式の表現定理について考
える．

5.1 半代数的集合上の最適化

Rn の部分集合 V が 半代数的集合 であるとは，多項式 gi に対して，

V = {x ∈ Rn : gi(x) ≥ 0}

と書けるときに言う．等式による制約を加えたい場合には，hi(x) ≥ 0,−hi(x) ≥
0 を加えれば良い．
実行可能領域が半代数的集合の場合の多項式最適化問題を考える．

fmin := inf{f(x) : gi(x) ≥ 0}.

5.1.1 準備

この問題の制約式から，以下を定義する：

M =
{
σ0 +

∑

i

σigi | σi ∈
∑

R[x]2
}

Mk = {M の要素で各項の次数 ≤ 2k}
=
{
σ0 +

∑

i

σigi +
∑

j

ajhj | σi ∈
∑

R[x]2, aj ∈ R[x],

deg(ajhj), deg σ0, deg(σigi) ≤ 2k
}

とおく．ここで，M は 二次加群，Mk は 打切り二次加群 と呼ばれる．する
と，明らかに

(∗) p(x) ∈ M =⇒ p(x) ≥ 0 on S := {x ∈ Rn | gi(x) ≥ 0, hj(x) = 0}
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が成り立つ．よって，

fmin = sup r s.t. f(x)− r ≥ 0 on S

≥ sup r s.t. f(x)− r ∈ M

≥ fk := sup r s.t. f(x)− r ∈ Mk.

が成り立ち，最後の問題は半正定値計画問題である．このように多項式最適化
問題を近似する問題を 二乗和緩和問題 と呼ぶ．

5.1.2 正値多項式の表現定理

それでは (∗) の逆は成り立つだろうか？
ここで，次の条件を必要とする．二次加群 M が，

∀p(x) ∈ R[x], ∃N ∈ N such that N ± p(x) ∈ M

を満たすとき，M は アルキメデス性を持つという．[6], [13] これはそれほど
制限的な条件にはならない．というのは，

M がアルキメデス性を持つ⇐⇒ ∃N ∈ N s.t. N −
n∑

i=1

x2
i ∈ M

が成り立つので，実行可能領域 S が有界であれば，制約式に，N −∑n
i=1 x

2
i

を加えて，実行可能領域を不変のまま M にアルキメデス性を持たせることが
できる．

5.1.3 Putinar の定理

以下の定理では，上記の制約式によって定義された二次加群 M と実行可能
領域 S を用いる．

定理 5.1 (Putinar [12]). M がアルキメデス性を持つとする．もし，p(x) ∈ R[x]

が S 上で，p(x) > 0 ならば，p(x) ∈ M ;

∃σi(x) ∈ R[x]2, aj(x) ∈ R[x],

p(x) = σ0(x) +
∑

i

σi(x)gi(x) +
∑

j

aj(x)hj(x)

である．

Proof. (1) 実零点定理の弱形式と同じ議論で，一般に K = ∅ ⇔ −1 ∈ T が
成り立つ．

(2) これは f > 0 on K ⇔ ∃p, q ∈ T s.t. pf = 1 + q と同値

(3) アルキメデス性より，
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(1) 実零点定理の弱形式と同じ議論で，アルキメデス性を用いると K =↔
−1 ∈ M が成り立つ．(Marshall 5.4.1)

(2) これより，f > 0 on K → f ∈ M が成り立つ．

Putinar の定理より，上記の fmin に続く式で，実際には一つ目の不等号が
等号であることがわかる．さらに，以下が成り立つ．

定理 5.2 (Lasserre [5]). もしM がアルキメデス性を持つならば，fk → fmin, (k →
∞)．

半正定値計画問題を解くことで fk が求まる．k を大きくすると，問題が大
きくなるが，fk は極限では元問題の大域最適値に等しい．よって，二乗和緩和
問題を用いて，多項式最適化問題の大域最適値を近似的に求めることが出来る

5.1.4 二乗和緩和問題の例

以下の最適化問題を考える．

fmin = inf f(x, y) s.t. g(x, y) ≥ 0

= inf x+ y s.t. 1− x2 − y2 ≥ 0.

この問題に対して，M = {σ0(x, y)+σ1(x, y)(1−x2−y2) | σj(x, y) ∈
∑

R[x, y]}
とおくと，M はアルキメデス性を持ち，

fmin = sup r s.t. f(x, y)− r ∈ M

≥ f1 = sup r s.t. f(x, y)− r ∈ M1

= sup r

s.t. x+ y − r =
[
1 x y

]
X0



1

x

y


+X1(1− x2 − y2),

X0 � 0, X1 ≥ 0, X0 ∈ S3, X1 ∈ R

が成り立つ．ここで，X0 � 0 は X0 が半正定値行列であることを表す．この
問題が半正定値計画問題になることを，以下で示そう．対称行列の内積

〈A,B〉 =
∑

i,j

AijBij

を用いると，

f1 = sup r

s.t. x+ y − r = 〈X0,



1 x y

x x2 xy

y xy y2


〉+X1(1− x2 − y2),

X0 � 0, X1 ≥ 0, X0 ∈ S3, X1 ∈ R
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を得る．現れた x, y を成分に持つ行列を以下のようにおき直す．


1 x y

x x2 xy

y xy y2


 =



1 0 0

0 0 0

0 0 0


+ x



0 1 0

1 0 0

0 0 0


+ y



0 0 1

0 0 0

1 0 0




+ xy



0 0 0

0 0 1

0 1 0


+ x2



0 0 0

0 1 0

0 0 0


+ y2



0 0 0

0 0 0

0 0 1




= B00 + xB10 + y B01 + xy B11 + x2B20 + xy B11 + y2B02.

ここで，Bij は (i, j), (j, i) 成分が 1 で，それ以外の成分が 0 であるような対
称行列である．
すると，係数比較により，

f1 = sup r

s.t. 〈X0, B00〉+X1 = −r,

〈X0, B10〉 = 1, 〈X0, B01〉 = 1, 〈X0, B11〉 = 0,

〈X0, B20〉 −X1 = 0, 〈X0, B02〉 −X1 = 0,

X0 � 0, X1 ≥ 0,

X0 ∈ S3, X1 ∈ R.

= sup r

s.t.



−X1 − r 1

2
1
2

1
2

X1 0
1
2

0 X1


 � 0,

X1 ≥ 0

を得る．よって，1 次式が目的関数であり，「1 次式を成分に持つ行列が半正定
値である」，という制約を持つ最適化問題に変形でき，これは半正定計画問題
である．

5.2 モーメント問題と正値写像の表現定理

この問題の標準ラグランジュ双対は，

inf λ01 + λ10

s.t. 1− λ20 − λ02 ≥ 0,



1 λ01 λ10

λ01 λ20 λ11

λ10 λ11 λ02


 � 0.

となる．これは，モーメント問題と呼ばれる問題と関係する．
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数列 (λα)α ⊂ R と集合 S が与えられたとき，S 上の確率測度 µ を用いて，

λα =

∫
xα dµ

と書けるか？このような問題をモーメント問題と呼び，このようにかける列
(λα)α を S–モーメント列と呼ぶ; [6], [13]．

5.2.1 正値写像の表現

モーメント問題は次のように定式化すると，数学的に扱いやすい．
S 上の任意の確率測度 µ に対して，p(x) が S 上で p(x) ≥ 0 ならば，∫
p(x) dµ ≥ 0 となる．よって，(λα)α に対して，線形写像 L : R[x] → R

を L(xα) = λ で定義すると，

(λα)α が S–モーメント列 =⇒ L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p(x) ≥ 0 on S

という S–モーメント列の必要条件を得る．ここで，線形写像 L : R[x] → R に
対して，R[x] の基底 xα における値を L(xα) = λα と定めると，

(λα)α ⇐⇒ L : R[x] → R,線形

という一対一対応がある．したがって，モーメント問題は，上記の必要条件を
用いて，





L : R[x] → R, linear,

L(1) = 1,

L(p) ≥ 0, ∀p ≥ 0 on S

?
=⇒ ∃µ ∈ M1(S), L(f) =

∫
f(x) dµ

が成り立つかどうか，という問題が解ければ良い．ここで，M1(S) は S 上の
確率測度全体を表す．

5.2.2 半代数的集合と正値写像

集合 S を
S = {x ∈ Rn | gi(x) ≥ 0, hj(x) = 0}

で定義する．このように多項式の等式と不等式で定義された集合を 半代数的
集合 と呼ぶ．またその制約式から生成される二次加群を

M =
{
σ0 +

∑

i

σigi +
∑

j

ajhj | σi ∈
∑

R[x]2, aj ∈ R[x]
}

とする．このとき，M ⊂ {p ∈ R[x] | p(x) ≥ 0 on S} より，線形写像 L :

R[x] → R に対して，

L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p ≥ 0 on S

=⇒ L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p ∈ M
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が成り立つ．よって，

fmin := inf f(x) s.t. x ∈ S

= inf

∫
f dµ s.t. µ ∈ M1(S)

≥ inf L(f) s.t. L : linear, L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p ≥ 0 on S

≥ inf L(f) s.t. L : linear, L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p ∈ M

≥ dk := inf L(f) s.t. L : linear, L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p ∈ Mk

を得る．このように多項式最適化問題を近似する問題を モーメント緩和問題
と呼ぶ．逆の命題については，以下が成り立つ．

定理 5.3 (Putinar [12]). M がアルキメデス性を持つとする．このとき，線形
写像 L : R[x] → R に対して，

L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p ∈ M

⇐⇒ ∃µ ∈ M1(S), L(p) =

∫
p dµ

が成り立つ．

したがって，Putinar の定理より，以下を得る．

定理 5.4 (Lasserre [5]). M がアルキメデス性を持つならば，dk → fmin, (k →
∞)．

5.2.3 モーメント緩和問題の例

5.1.4 節の問題

inf x+ y

s.t. 1− x2 − y2 ≥ 0

に対して，モーメント緩和問題を作ろう．いま，S = {(x, y) ∈ R2 | 1−x2−y2 ≥
0}，M = {σ0+σ1(1−x2−y2) | σ0, σ1 ∈

∑
R[x, y]2}とする．前節の構成から，

inf x+ y s.t. 1− x2 − y2 ≥ 0

= inf

∫
(x+ y) dµ s.t. µ ∈ M1(S)

≥ inf L(x+ y)

s.t. L : linear, L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p(x, y) ≥ 0 on S

= inf L(x+ y)

s.t. L : linear, L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p ∈ M

≥ inf L(x+ y)

s.t. L : linear, L(1) = 1, L(p) ≥ 0, ∀p ∈ Mk
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を得る．ここで，

Mk = {σ0 + σ1(1− x2 − y2) | σ0, σ1 ∈
∑

R[x, y]2, deg σ0, deg σ1 + 2 ≤ 2k}

である．任意の X0 ∈ S3
+, X1 ≥ 0 に対して，

q = 〈X0,



1 x y

x x2 xy

y xy y2


〉+X1(1− x2 − y2) ∈ M1.

である．ここで，L(xα) = λα とすると，

L(q) = 〈X0,




1 λ01 λ10

λ01 λ20 λ11

λ10 λ11 λ02


〉+X1(1− λ20 − λ02) ≥ 0, ∀X0 � 0, X1 ≥ 0.

を得る．これより，



1 λ01 λ10

λ01 λ20 λ11

λ10 λ11 λ02


 � 0, 1− λ20 − λ02 ≥ 0

となる．よって，最後の問題は，

inf λ10 + λ01

s.t. 1− λ20 − λ02 ≥ 0,



1 λ01 λ10

λ01 λ20 λ11

λ10 λ11 λ02


 � 0

となる．これは二乗和緩和問題の双対問題と等しい．

まとめ
以上のように，実代数幾何は最適化問題の様々な場面で現れ，そして最適化

問題の様々な概念を捉え直すことができる．また，単に抽象化するのみならず，
多項式最適化問題の大域最適解を求めるアルゴリズムを構築する等，最適化理
論にとって強力な道具となり得る．近年の計算代数の発展によって，今後の最
適化理論の発展においても，特にアルゴリズムそのものの構成やアルゴリズム
的な理論を構築する際に，重要な手法を提供することが予想される．
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6 最適化と代数幾何
等式のみを制約に持つ多項式最適化問題

inf
x∈Rn

f(x)

s.t fi(x) = 0, i = 1, . . . , m
(6.1)

を題材にして，最適化と代数幾何との関係をより深く調べていこう．以後m < n

（方程式の個数 <変数の次元）を仮定する．(5.1)の実行可能領域のように，多
項式の零点で表せる集合を 代数的集合，または 代数多様体 とよぶ 5． 5 厳密には，明示

的に多項式の零点
で表せるものを代
数的集合，代数的集
合と環付き空間と
して同型になるもの
を代数多様体と呼ぶ
が，あまり気にしな
くて良い．例えば，
GL2(C) = {A ∈
C2×2 : det(A) 6= 0}
は見かけ上，多項式
の零点で書けないが
代数多様体である

6.1 KKT 条件

以下は最適化問題の最適解が満たす基本的な条件である．

定理 6.1. x̄ を (6.1) の最適解とする．∇f1(x̄), . . .∇fm が一次独立ならば，あ
る λi ∈ R が存在して，

∇f(x̄) +

m∑

i=1

λi∇fi(x̄) = 0

f1(x̄) = · · · = fm(x̄) = 0

が成り立つ．

結論の式が，(x, λ) 変数多項式の連立方程式になっていることに注意しよう．

6.2 最適値関数

次の例題を考える．

c = min
x,y∈R

ax+ by

s.t. x4 + y4 = 1.

ここで，a, bはパラメータで，最適値 cは a, bにより決定される．多項式 x4+y4

は実行可能領域で非特異なので，KKT 条件より，最適解は




a = 4λx3

b = 4λy3

x4 + y4 = 1

を満たす．この連立方程式に c = ax+ by を加えて，最適値 c を a, b を用いて
表す．グレブナー基底 を用いた 消去定理 より，この (x, y, λ, a, b) 変数連立方
程式の成すイデアルから x, y, λ を消去すれば，求めたい関係式を得ることが
できる．数式処理ソフト Macaulay 2 で，
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R = QQ[x, y, L, a, b, c];

I = ideal( a - 4*L*x^3, b - 4*L*y^3, x^4 + y^4 - 1, c - a*x - b*y );

J = eliminate({x, y, L}, I);

とすると，イデアル J は (a, b, c) の多項式 Φ(a, b, c) 一つからなる：

Φ(a, b, c) = c12 − 3c8a4 + 3c4a8 − a12 − 3c8b4

− 21c4a4b4 − 3a8b4 + 3c4b8 − 3a4b8 − b12.

ここで Φ(a, b, c) = 0 が求めたい関係式である．(a, b) に対して，この関係式を
満たす c の一つが最適値である．多項式 Φ(a, b, c) は実行可能領域と最適化問
題そのものの「複雑さ」に関する情報を持っている．そのような情報を調べて
行こう．

6.2.1 代数多様体の共通部分

前節のように，最適値，最適解は連立方程式の解集合の一部になっている．
連立方程式の解集合 V(f1, . . . , fm) = {x ∈ Rn|f1(x) = 0, . . . fm(x) = 0} は，
V(f1), . . . ,V(fm) の共通部分になっているので，代数的多様体の共通部分の性
質を調べることが重要になる．

6.2.1.1 曲線の共有点

R2 の二つの曲線の共有点を考えよう．例えば，円と直線の共有点は高々2

点，円と楕円の共有点は高々 4 点である．直線は 1 次多項式，円と楕円は 2

次多項式で定義されることから類推されるように，d 次と d′ 次の曲線の共有
点は高々 dd′ 個になるだろうか？むしろどうにかして

主張 (∗)「d 次と d′ 次の曲線の共有点は dd′ 個である」

を成り立たせたい．単純に共有点の個数を数えたら成り立たないが，成り立つ
ように以下のような工夫をする．

共通成分 共通成分を持っている場合，共有点は無限個になる．x = 0 と xy = 0 の
共有点は x = 0 である．主張を成り立たせるには，共通成分を持たない
との仮定は必要である．

複素数解 実数解のみを考えると成り立たない．y = x2 と y = −1 は実数解を持た
ないが，(±i,−1) という複素数解を持ち，解の個数は期待する個数 2 で
ある．よって，複素数解を考える．

射影空間 平行線は解を持たない．x+ y = 1 と x+ y = −1 が解を 1 つ持つには，
射影空間を考える必要がある．

重複度 円と直線が接する場合には共有点は 1 つである．例えば，x2+ y2 = 1 と
y = 1 の共有点を求める際，連立方程式は x2 = 0 となり，x = 0 は 2 重
根となる．このとき，共有点を 2 個と数えれば，主張 (∗) が成り立つ．
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以上の考察を踏まえると，以下の定理の意味が見えてくる．

定理 6.2 (Bézout の定理). C と C ′ を複素射影平面において，それぞれ次数が
d と d′ の多項式で定義された曲線で，共通成分を持たないものとする．この
とき，C と C ′ の複素共有点の個数は重複度を込めて数えると，ちょうど dd′

個である．

Bézout の定理は他のバージョンも含めて，繰り返し用いる重要な定理であ
る．証明はしないが，以下で定理を利用するために必要な射影空間などの概念
を準備する．
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7 代数幾何の基本概念

7.1 射影空間

体 K を R または C とする 6．a, b ∈ Kn+1 \ {0} に対して，同値関係を 6 基本的に C を扱
うが，図形的に想像
しやすいので，当面
K = R と考えてお
いたほうがよい．

a ∼ b ⇐⇒ a = λb （ある λ ∈ K \ {0}）

で定義したとき，P(Kn+1) := (Kn+1 \ {0})/ ∼ を K 上の 射影空間 と呼ぶ．
体 K を省略して Pn とも書く．射影空間と区別するため Kn+1 をアファイン
空間 と呼ぶ．

例 7.1. P2 = P(R3) では，

(1) P2 の点 ⇐⇒ R3 の原点を通る直線

(2) P2 の直線 ⇐⇒ R3 の原点を通る平面

(3) P2 の曲線 ⇐⇒ R3 の錐

という対応を持っている．R3 の錐とと z = 1（又は他の変数）との共通部分
を取ることで P2 の図形イメージが得られる．X ⊂ P2 に対して，錐

Cone(X) = {λ(x, y, z) ∈ K3 | (x : y : z) ∈ X, λ ∈ R}

が対応するアファイン空間の図形である．
ここで，P2 の元 p が同値類であることを強調するときは p = (x : y : z) と

書くが，単に代表元を用いて p = (x, y, z) と書くことも多い．

7.1.1 斉次化と射影化

多項式 fj ∈ K[x] に対して，

X := Va(f1, . . . , fn) = {x ∈ Kn : f1(x) = 0, . . . , fm(x) = 0}

を，アファイン空間の集合であることを強調したいとき，アファイン代数的集
合（アファイン多様体） と呼ぶ．(n+ 1) 変数斉次多項式 Fj(y0, y1, . . . , yn) に
対して，

Vp(F1, . . . , Fn) = {y ∈ Pn : F1(y) = 0, . . . , Fm(y) = 0}
を 射影代数的集合（射影多様体）と呼ぶ．ここで，定義多項式が斉次なので，
f̃j の零点集合を定数倍したものも零点集合になり，射影空間の集合をうまく
定義できる．斉次多項式によって生成されるイデアルを斉次イデアルと呼ぶ．
混乱のないときは，Va(f),Vp(f) を単に V(f) と書く．
アファイン多様体 X の 射影化 を考える．deg f = d に対して，

f ♯(x0, x1, . . . , xn) := xd
0f

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
（斉次化多項式）
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と定義する 7．すると，f ♯ は n+ 1 変数の斉次多項式になり，射影多様体 7 f = x1x2+x1+1
のとき，
f ♯ = x1x2 + x0x1 + x2

0X♯ = {(x0, x) ∈ Pn : f ♯
1(x0, x) = 0, . . . , f ♯

m(x0, x) = 0}

を定義する．

射影代数多様体の例：グラスマン多様体
K を C4 の 2 次元部分空間とする．K の基底を a = (a1, a2, a3, a4), b =

(b1, b2, b3, b4) ∈ C4 とすると，

x ∈ K ⇔ rank




a1 b1 x1

a2 b2 x2

a3 b3 x3

a4 b4 x4


 = 2

より，x ∈ K は (x, a, b) のすべての 3 × 3 小行列式が 0 になることと同値で
ある．ここで，外積代数 a ∧ b（(a, b) 7→ a ∧ b が双線形で，a ∧ a = 0，特に
a ∧ b = −a ∧ b）を用いる．C4 の標準基底 ei に対して，

a ∧ b = (a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4) ∧ (b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4)

=

∣∣∣∣∣
a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣ e1 ∧ e2 +

∣∣∣∣∣
a1 b1
a3 b3

∣∣∣∣∣ e1 ∧ e3 +

∣∣∣∣∣
a1 b1
a4 b4

∣∣∣∣∣ e1 ∧ e4

+

∣∣∣∣∣
a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣∣ e2 ∧ e3 +

∣∣∣∣∣
a2 b2
a4 b4

∣∣∣∣∣ e2 ∧ e4 +

∣∣∣∣∣
a3 b3
a4 b4

∣∣∣∣∣ e3 ∧ e4,

さらに
a ∧ b ∧ x = (a ∧ b) ∧ (x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4)

を展開するか，直接

a ∧ b ∧ x =




a1
a2
a3
a4


 ∧




b1
b2
b3
b4


 ∧




x1

x2

x3

x4




=

∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 x1

a2 b2 x2

a3 b3 x3

∣∣∣∣∣∣∣
e1 ∧ e2 ∧ e3 +

∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 x1

a2 b2 x2

a4 b4 x4

∣∣∣∣∣∣∣
e1 ∧ e2 ∧ e4

+

∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 x1

a3 b3 x3

a4 b4 x4

∣∣∣∣∣∣∣
e1 ∧ e3 ∧ e4 +

∣∣∣∣∣∣∣

a2 b2 x2

a3 b3 x3

a4 b4 x4

∣∣∣∣∣∣∣
e2 ∧ e3 ∧ e4

と計算すれば，

「行列 (x, a, b) のすべての 3× 3 小行列式が 0」⇔ a ∧ b ∧ x = 0
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と書くことができる．また，他の基底を a′, b′ とすると，正則行列 P に関して，



a′1 b′1
a′2 b′2
a′3 b′3
a′4 b′4


 =




a1 b1
a2 b2
a3 b3
a4 b4


P

と書けるので，a′ ∧ b′ = (detP )(a ∧ b) と書ける．したがって，以下の写像を
定義する:

ϕ : {K ⊂ C4 : K は 2 次元線型空間 } → P5

K 7→ a ∧ b
,

ここで，a, b は K の基底の一つである．すると，ϕ は基底の取り方によらな
いので良定義で，単射である．さらに

Imϕ = {(u12, u13, u14, u23, u24, u34) ∈ P5 : u12u34 − u13u24 + u23u14 = 0}

と書けるので，Imϕ は P5 の射影代数多様体である．一般に Cn の r 次元部
分空間を射影代数多様体と見なしたものをグラスマン多様体 と呼び，G(r, n)

と書く．

7.2 位相

アファイン空間 Kn の部分集合 X に対して，

X が閉集合⇐⇒ X がアファイン代数的集合

で閉集合を決め，Kn の位相を定義する．この位相を Kn のザリスキー位相と
呼ぶ．例えば，多項式 f ∈ K[x] に対して，D(f) := {x ∈ Kn : f(x) 6= 0} は
とすると，{D(f)}f∈K[x] は Kn のザリスキー位相の開基底になる．

射影空間 Pn の部分集合 Y に対しては，

Y が閉集合⇐⇒ Y が射影代数的集合

によって Pn の位相を定める．Y = Vp(F1, . . . , Fm) とし，

F ♭(x0, x1, . . . , xn) = F (1, x1, . . . , xn)（非斉次化多項式）

と定義する 8．いま，a ∈ Pn に対して， 8 (f ♯)♭ = f だが，
斉次多項式 F に対
して (F ♭)♯ = y−r

0 F
（r は F/yr0 が多項
式になるような最大
の整数）である．例
えば F = y20y1 +
y30 のとき，(F

♭)♯ =
y1 + y0．

Fj(a) = 0 かつ a0 6= 0 ⇐⇒ Fj(1, a1, . . . , an) = 0 かつ a = (1 : a1 : · · · : an)

より，D+(y0) = {y ∈ Pn : y0 6= 0} とおくと，

ϕ : Vp(F1, . . . , Fn) ∩D+(y0) −→ Va(F
♭
1 , . . . , F

♭
n)

(y0, y1, . . . , yn) 7−→ (y1/y0, . . . , yn/y0)
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は同型写像になる 9よって，Ui = Y ∩D+(yi) とすると，{Ui}ni=1 は Y の開被 9 正確な定義は環
付き空間として同型
ということ．大まか
に言うと，位相空間
として同相で，それ
ぞれの環で作る有理
関数を，有理関数に
写すような写像であ
る．

覆（Y =
⋃n

i=1 Ui）となり，i = 1, . . . , n

Ui
∼= アファイン代数多様体

を得る．したがって，

射影代数多様体はアファイン代数多様体の貼り合わせ

である．よって，局所的な概念はアファイン代数多様体に対して
特に，

Pn ∩D+(y0) ∼= Kn

である．この Pn の位相もザリスキー位相と呼ぶ．

部分集合には相対位相を入れる．特に断らない限り，Kn,Pn は，ザリスキー
位相をいれた位相空間を表す．

7.3 既約性

多項式の因数分解可能性と幾何的な対応を持つのが多様体の既約性である．
位相空間 X に対して，以下の同値な条件のいずれかが成り立つとき，X は

既約 であるという 10： 10 ザリスキー位相
をイメージしないと
いけない．通常の位
相空間は，ほとんど
既約にならない．

(1) 閉集合 V1, V2 に対して，X = V1 ∪ V2 ならば， V1 = X または V2 = X

(2) 開集合 U1, U2 に対して，U1 ∩ U2 = ∅ ならば，U1 = ∅ または U2 = ∅

(3) 任意の空でない開集合は稠密である．

例 7.2. 以下，ザリスキー位相を入れた Kn を考える．

(1) X = V(xy) = V(x) ∪ V(y) より，X は既約でない（X は x 軸と y 軸）．

(2) X = V(x2 + y2 − 1) は既約である．x2 + y2 − 1 が C で因数分解できな
いこと（既約）より従う．

定理 7.3. Kn の代数的集合 X に対して 11， 11 I が素イデアル
⇔ fg ∈ I ならば
f ∈ I または g ∈ I．
環 R が整域 ⇔
fg = 0 ならば f =
0 または g = 0．

X は既約⇐⇒ I(X) は素イデアル⇐⇒ K[x]/I(X) は整域

が成り立つ．

練習問題 7.4. 定理 7.3 を証明せよ．

例 7.5. (0) は C[x] の素イデアルなので，定理より Cn,Pn は既約である．

定理 7.6. アファイン代数多様体 X に対して，有限個の既約なアファイン代
数多様体 Xi が存在して，X = X1 ∪ . . . ∪Xr と書ける．この分解をX の 既
約分解，Xi を 既約成分 と呼ぶ．

解説. イデアルの準素イデアル分解より従う．
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7.4 次元

次元は多様体の幾何的なイメージを与えるだけでなく，様々な議論の中で繰り
返し用いられる．しかし，線形代数や可微分多様体のようにわかり易くはない．
位相空間 X に対して 12，空でない既約閉集合の上昇列 12 やはりザリス

キー位相を入れたも
のを念頭に考える．X0 ( X1 ( · · · ( Xd ⊂ X

を考え 13，このような d の最大値をX の 次元 と呼び，dimX と書く． 13 X が既約であれ
ば，Xd = X．

例 7.7. X = C3 とする．{0} ( {(x, y, z) : x = 0, y = 0} ( {(x, y, z) : x =

0} ( C3 より，dimC3 ≥ 3 である．追加の議論より dimC3 = 3 となる．
同様に一点集合，直線，平面の次元はそれぞれ 0, 1, 2となる．一般にアファ

イン線形空間に対して，今節で定義した次元は線形空間の次元と一致する．

定理 7.8. アファイン代数多様体 X に対して，X =
⋃

Xi と既約分解された
とする．このとき，dimX = maxi dimXi が成り立つ．

解説. dimX ≥ maxi dimXi は自明である．等号は背理法で示される．

定理 7.9. アファイン代数多様体 X に対して，I = I(X) とする．素イデア
ルの上昇列 I0 ( I1 ( · · · ( Id ( K[x]/I を考え，このような d の最大値を
C[x]/I のクルル次元と呼び dim(K[x]/I) と書く．このとき，

dimX = dim(K[x]/I).

解説.

{X の既約部分多様体 }
I
⇄
V

{K[x]/I の素イデアル }

が一対一の対応になっており，X が既約の場合は，

X0 ( X1 ( · · · ( Xd = X ⇐⇒ I(X0) ) I(X1) ) · · · ) I(Xd) = (0)

となることから従う．

定理 7.10. X を既約なアファインまたは射影代数多様体とし，U を X の空
でない開集合とする．このとき，dimX = dimU である．

解説. U は X で稠密なので，成り立ちそうである．厳密に示すには環論の準
備が必要なので省略する．

例 7.11. Pn ∩D+(f) ∼= Cn より，dimPn = n である．

定理 7.12 (クルルの単項イデアル定理). X をアファイン代数多様体で，任意の
既約成分の次元が dimX に等しいものとする．f ∈ K[x]/I(X) が，単元でも零
因子 14でもないならば，X∩V(f) の任意の既約成分の次元は dim(X∩V(f)) = 14

f ∈ A が単元
⇔ ∃g ∈ A, fg = 1．
f ∈ A が零因子
⇔ ∃g ∈ A, fg =
0．

dimX − 1 となる．
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解説. この定理は代数多様体の次元理論の基本定理である．連立方程式に対し
て，適当な方程式を一つ増やせば解集合の次元が一つ減少する，という原理を
正確に述べたものである．証明は純粋に環論的なものであり簡単ではない．
定理において，任意の既約成分の次元が dimX に等しいという仮定は必要で

ある．以下の解説においては，線型空間とその平行移動の次元は，ベクトル空間
の次元と同等とものと考えて欲しい．例えば，C3 の多様体 X = V(x)∪V(y, z)
を考えると dimX = max{2, 1} = 2である．いま I := I(X) = (xy, xz)となり，
x−1 ∈ C[x]/I は単元でも零因子でもない．しかし，X ∩V(x−1) = {(1, 0, 0)}
より，dim(X ∩ V(x− 1)) = 0 < dimX − 1 である．
f が C[x]/I(X) の単元であることと X ∩ V(f) = ∅，零因子であることと

V(f) が X の既約成分を含むことは同値である．

この次元の定義では，通常の可微分多様体などの次元との関係がイメージし
にくいが，次の節でその関係を説明する．

7.5 接空間

以後，K = C の場合で考える．例で R を扱う場合があるが，その場合は R

でも成り立つ場合を考えていると解釈してほしい．幾何的なイメージは Rn で
考えたほうが良い．
アファイン代数多様体 X ⊂ Cn に対して，I(X) = (f1, . . . , fm) とする．こ

のとき，

TaX = ker
∂(f1, . . . , fm)

∂(x1, . . . , xn)
(a) = {x ∈ Cn : ∇fj(a)x = 0, j = 1, . . . , m}

を 接空間 と呼ぶ 15．このとき以下が成り立つ． 15 a を含むように
並行移動したもの
で定義する場合もあ
る．

定理 7.13. 既約なアファイン代数多様体 X ⊂ Cn に対して，

(1) dimX ≤ dimTaX, ∀a ∈ X16 16 dimTaX はベク
トル空間としての次
元だが，結果的に一
致する．

(2) 空でない開集合 U ⊂ X が存在して，

dimX = dimTaX, ∀a ∈ U17
17 ザリスキー位相
では既約多様体の任
意の開集合は稠密な
ので，ほとんどの点
で等号がなりたつと
いうこと．

解説. f を零多項式でも定数多項式でもない C[x] の既約多項式 18とする．

18 f が因数分解出
来ないこと

X = V(f)（Cn の超曲面）の場合に定理を示す．クルルの単項イデアル定理
より，dimX = n− 1 となる．一方，a ∈ X に対して，rank∇f(a) ≤ 1 より，
dim TaX = dimker∇f(a) = n − rank∇f(a) ≥ n − 1 = dimX である．した
がって (1) が示された．次に，f は定数多項式でないので，∇f(x) は恒等的に
零ではない．よって，V = {x ∈ Cn : rank∇f(x) = 0} = {x ∈ Cn : ∂

∂xi
f(x) =

0, i = 1, . . . , n} は，Cn に真に含まれるザリスキー閉集合である．したがって，
U = V c 上で，dimX = dimTxX となる．
X が一般の既約なアファイン代数多様体のときは，X がある既約なアファ

イン超曲面に双有理同型 19になること，多様体の次元が開部分集合の次元と等 19 既約な代数多様
体X と Y が双有理
であるとは，X と
Y の空でない開集
合同士が同型になる
ことである．

しいこと，a 7→ dimTaX が上半連続関数であることから従う．
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7.6 非特異性

既約なアファイン代数多様体 X に対して，dimX < dim TaX となる a ∈ X

を X の 特異点，dimX = dimTaX となる点 a ∈ X を 非特異点 と呼ぶ．非
特異点のみからなるとき，その多様体を 非特異 であるという．
X ⊂ Cn に対して codimX = n− dimX を X の余次元と呼ぶ．

定理 7.14. (1) 既約なアファイン代数多様体 X = Va(f1, . . . , fm) ⊂ Cn に対
して，

a ∈ X が非特異点 ⇐⇒ rank
∂(f1, . . . , fm)

∂(x1, . . . , x0)
(a) = codimX

(2) 既約な射影代数多様体 Y = Vp(F1, . . . , Fm) ⊂ Pn（Fj は斉次）に対して，

a ∈ Y が非特異点 ⇐⇒ rank
∂(F1, . . . , Fm)

∂(y0, y1, . . . , y0)
(a) = codimX

解説. (1) は非特異点の定義より自明である．(2) で変数の数が一つ多いにもか
かわらず条件式の右辺が変わらないのは，斉次多項式 Fi に対するオイラーの
公式：

(degFj)Fj(y) =

n∑

i=0

yi
∂Fj

∂yi

から得られる式

y0
∂Fj

∂y0
= (degFj)Fj(y)−

n∑

i=1

yi
∂Fj

∂yi

より，a ∈ Y ∩D+(y0) において，
∂(F1,...,Fm)
∂(y0,y1,...,y0)

(a) の 1 列は他の列の一次結合で
表せるからである．

7.7 Genericity

問題を扱う際には，「generic」な場合に次数に関する厳密な公式を得て，特
殊な場合に上界を求める場合が多い．
次数 dの genericな多項式 f(x) =

∑
|α|≤d fαx

α に対して，性質 Aが成り立
つとは，係数 f = (fα)|α|≤d を CN 内の点と見たとき，CN のあるザリスキー
開集合上の f に対して，f(x) が性質 A を持つということである．このよう
な性質 A を generic な性質 と呼ぶ．
ザリスキー開集合は代数的集合の補集合なので，generic な性質が成り立た

ない f の集合はルベーグ測度 0 である．多項式が複数の場合も，係数をなん
からのアファイン空間内の点とみなす．アファイン空間 CN の代わりに射影空
間 PN 内の点とみなす場合もある．次数ではなく，何らかの性質を共有する多
項式の集まりを考える場合もある．また，期待する性質によって generic な多
項式に対応するザリスキー開集合は変わるが，開集合の共通部分は開集合なの
で，複数の generic な性質を同時に課しても，generic な性質である．

例 7.15. Generic な 2 次多項式 f(x) = ax2 + bx+ c (a 6= 0) は零点を 2 つ持
つ．実際，対応するザリスキー開集合はC3 \ V(b2 − 4ac) である．
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8 多項式最適化問題の代数幾何
多項式最適化問題に戻る．

(P) inf
x∈Rn

f0(x)

s.t fi(x) = 0, i = 1, . . . , m

Rn を Cn の部分集合と考え，Cn 上の性質を考える．

8.1 Generic な多項式最適化問題

以下の定理は，多項式最適化問題の generic な性質を示す．証明では，線で
囲った定理以外は，基本的な線形代数と多項式の微分のみを用いる．代数幾何
の基本的な定理の使用法を紹介したのち，それらの証明を行う．

定理 8.1. 問題 (P) を考える．generic な f0, f1, . . . , fn に対して，

(1) V = Va(f1, . . . , fn) = {x ∈ Cn : f1(x) = · · · = fm(x) = 0} は非特異で
ある．

(2) すべての最適解において，KKT 条件が成り立つ．

(3) KKT 条件を満たす実行可能解の集合

K = {x ∈ V :ある λ1, . . . , λm が存在して，∇f0(x) +

m∑

i=1

λi∇fi(x) = 0}

は有限集合である．

Proof. 斉次多項式 Fj(x0, x1, . . . , xn) = f ♯
j (x1, . . . , xn) とおく．

(1) f1, . . . , fm が generic なとき，F1, . . . , Fm も generic である．よって，

定理 8.14

X ⊂ Pn を射影多様体とすると，generic な斉次多項式 F に対して，X ∩
V(F ) は dimX − 1 次元の非特異な多様体である．

を繰り返し使うことにより

V ♯ = {x̃ = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Pn : F1(x̃) = · · ·Fm(x̃) = 0}

は 余次元 m の非特異な多様体である．よって，

∂(F1, . . . , Fm)

∂(x0, x1, . . . , xn)
(x̃) =




∂F1

∂x0
(x̃) ∂F1

∂x1
(x̃) . . . ∂F1

∂xn
(x̃)

...
∂Fm

∂x0
(x̃) ∂Fm

∂x1
(x̃) . . . ∂Fm

∂xn
(x̃)




の階数は m である．任意の x̃ ∈ V ♯ ∩D+(x0) ∼= V 20 に対して，オイラーの公 20 D+(x0)
= {x̃ ∈ Pn : x0 6= 0}
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式より，

x0
∂Fj

∂x0
(x̃) = (deg Fj)F (x̃)−

n∑

i=1

xi
∂Fj

∂xi
(x̃) = −

n∑

i=1

xi
∂Fj

∂xi
(x̃) (j = 1, . . . , m)

なので， ∂(F1,...,Fm)
∂(x0,x1,...,xn)

(x̃) の 1 列は他の列の一次結合でかける．したがって，
∂(F1,...,Fm)
∂(x1,...,xn)

(x̃) の階数も m である．任意の x ∈ V に対して，

∂Fj

∂xi
(x0, x1, . . . , xn) = xd−1

0

∂f

∂xi

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
(i = 1, . . . , n)

より，∂Fj

∂xi
(1, x) =

∂fj
∂xi

(x) が成り立つ．したがって，∂(f1,...,fm)
∂(x1,...,xn)

(x) の階数も m

となり，V は非特異である．
(2) ∂(f1,...,fm)

∂(x1,...,xn)
(x) の階数が m のとき，∇f1(x), . . . ,∇fm(x) は 1 次独立なの

で，KKT 条件が成り立つ．
(3) (1) より，任意の x̃ ∈ V ♯ に対して，∇F1(x̃), . . . ,∇Fm(x̃) は一次独立で

あり，x ∈ V に対して，∇f1(x), . . . ,∇fm(x) は一次独立である．よって，

x ∈ K ⇐⇒ rank
∂(f0, f1, . . . , fm)

∂(x1, . . . , xn)
(x) ≤ m

より，

K =

{
x ∈ V :

∂(f0, f1, . . . , fm)

∂(x1, . . . , xn)
(x) のすべての (m+ 1)× (m+ 1) 小行列式 = 0

}

が成り立つ．いま，F0(x̃) := f ♯(x̃)，

K♯ := {x̃ ∈ V ♯ :ある (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Pm が存在して， λ0∇F0(x)+

m∑

i=1

λi∇Fi(x) = 0}

とすると，オイラーの公式より，rank ∂(F0,F1,...,Fm)
∂(x0,x1,...,xn)

(x̃) = rank ∂(F0,F1,...,Fm)
∂(x1,...,xn)

(x̃)な
ので，

Dm :=

{
x̃ ∈ Pn :

∂(F0, F1, . . . , Fm)

∂(x1, . . . , xn)
(x̃) のすべての (m+ 1)× (m+ 1) 小行列式 = 0

}

に対して，K♯ = V ♯ ∩Dm が成り立つ．よって，generic な f0 に対して，K♯

が有限個であることを示せば，K = K♯ ∩D+(x0) も有限個であることが示さ
れる．
いま，generic な f0 に対して，V ♯ ∩ V(F0) は余次元 m + 1 の非特異な多

様体である．しかし，その多様体上では rank ∂(F0,F1,...,Fm)
∂(x0,x1,...,xn)

(x̃) = m + 1 より，
(V ♯ ∩V(F0))∩Dm = ∅ である．よって，V ♯ ∩V(F0) と Dm は Pn の射影代数
的集合なので，

定理 8.8

V1, V2 ⊂ Pn を既約な射影代数的集合とする．codimV1 + codimV2 ≤ n な
らば，V1 ∩ V2 6= ∅ である．

より，codim(V ♯ ∩ V(F0)) + codimDm > n であり，codimDm ≥ n −m を得
る．一方，
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定理 8.9, 8.10

m× n 行列からなるベクトル空間に対する射影空間を PMm,n とする．こ
のとき，

Dr := {A ∈ PMm,n : rankA ≤ r}
に対して，

(1) codimDr = (m− r)(n− r)

(2) Dr
sing = Dr−1

が成り立つ．この Dr を階数 r の 行列式多様体 と呼ぶ．

定理 8.9, 8.10 の系

(Fij(x̃))ij を斉次多項式を成分に持つ m× n 行列とし，

W r = {x̃ ∈ PN : rank(Fij(x̃))ij ≤ r}

とすると，
codimW r ≤ (m− r)(n− r)

が成り立つ．さらに，Fij(x̃) が generic ならば，

(1) codimW r = (m− r)(n− r)

(2) W r
sing = {x̃ ∈ PN : rank(Fij(x̃))ij ≤ r − 1}

が成り立つ．

より，codimDm ≤ n−m なので，codimDm = n−m が成り立つ．したがっ
て，codimV ♯ + codimDm = n より，K♯ は空でない有限集合である．
さらに，Pn の正則行列での変換を考えると，K♯ は Pn の有限集合なので，

ほどんどの変換でK♯ は V(x0) と交わらない．よって，generic な f1, . . . fm に
対して K = K♯ ∩D+(x0) = K♯ となり，K も空でない有限集合である．

8.2 行列式多様体

m× n 行列からなるベクトル空間に対する射影空間を PMm,n とする．この
とき，

Dr := {A ∈ PMm,n : rankA ≤ r}
を階数 r の 行列式多様体 と呼ぶ．今節では行列式多様体の次元と特異点集合
を求める．

8.2.1 代数多様体の射

アファイン代数多様体
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X ⊂ Cn, Y ⊂ Cmをアファイン代数多様体する．このとき，ϕi(x) ∈ C[x1, . . . , xn]

に対して，ϕ : X → Y, ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) を 多項式写像，または ア
ファイン代数多様体の射 と呼ぶ．

例 8.2. (1) ϕ(t) = (t2, t3) と定義すると，ϕ は C から V(y2 − x3) ⊂ C2 へ
の多項式写像である．

(2) ϕ : X → Cm を多項式写像とする．代数的集合 V = V(f1, . . . , fr) に対
して，

ϕ−1(V ) = {x ∈ X : f1(ϕ(x)) = · · · = fr(ϕ(x)) = 0}
より，ϕ−1(V ) も代数的集合なので，多項式写像はザリスキー位相で連続
である．

射影代数多様体
X ⊂ Pn, Y ⊂ Pm を射影代数多様体とし，ϕi(x) ∈ C[x0, x1, . . . , xn], i =

0, . . .m を，次数の等しい斉次多項式で X ∩ Vp(ϕ1, . . . , ϕm) = ∅ を満たすも
のとする 21．このとき，ϕ : X → Y, ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) を 正則写像， 21 X = Pn とする．

斉次多項式は零点と
して常に 0 を持つ
が，射影空間なので
0 は X に含まれな
い．

または 射影代数多様体の射 と呼ぶ．次数が等しいので，それを d とおくと
ϕ(λx) = λdϕ(x) となり，射影空間で良定義な写像である．
このように定義された ϕ は，射影代数多様体の一般の射の中で特殊なもの

でしかない．しかし，本講義ではこの種の射しか扱わないので，本定義を採用
する 22．実際には，多項式写像もアファイ代数多様体の射の中で特殊なもので 22 特に「射が存在

する」という定理は
用いない

ある．

例 8.3. (1) ϕ(s, t) = (s2, st, t2) とすると，ϕ は P1 から Vp(xz− y2) ⊂ P2 へ
の射である．

(2) X ⊂ Pn を射影代数多様体とし，ϕ : X → Pm を正則写像とする．射影
代数的集合 V = Vp(F1, . . . , Fr) に対して，

ϕ−1(V ) = {x ∈ X : F1(ϕ(x)) = · · · = Fr(ϕ(x)) = 0}

である．ϕ(x) の各成分の次数が等しいので，Fj(ϕ(x)) も斉次多項式で
ある．よって ϕ−1(V ) も射影代数的集合なので，正則写像はザリスキー
位相で連続である．

(3) ν2(x, y, z) = (x2, y2, z2, xy, yz, zx) とすると，ν2 は P2 から P5 への射で
ある．さらに，

ν2(P
2) =

{
(u0, . . . , u5) ∈ P5 : rank

(
u0 u3 u4
u3 u1 u5
u4 u5 u2

)
≤ 1
}

が成り立つ．また，

ν2
(
V(xz − y2)

)
= ν2(P

2) ∩ Vp(u5 − u1)

となる．この ν2 を 2 次の Veronese 写像 と呼ぶ．
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(4) σ(x, y, z, w) = (xz, xw, yz, yw) とすると，σ は P1 × P1 から P3 への射
である．さらに，

σ(P1 × P1) = Vp(u0u3 − u1u2)

が成り立つ．この σ を Segre 写像 と呼ぶ．

支配的射，滑らかな射
X ⊂ Cn, Y ⊂ Cm をアファイン代数多様体とし，ϕ : X → Y, ϕ(x) =

(ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) を射とする．

(1) 像が稠密；ϕ(X)− = Y のとき，ϕ を 支配的射 と呼ぶ．

(2) x ∈ X, y ∈ ϕ(x) に対して，dϕ : TxX → TyY を

dxϕ(ξ) =

(
∑

i

∂ϕ1

∂xi
(x)ξi, . . . ,

∑

i

∂ϕm

∂xi
(x)ξi

)

と定義する．

ϕ が支配的射で，x ∈ X, y = ϕ(x) ∈ Y がそれぞれの非特異点において dxϕ

が全射のとき，ϕ は x で 滑らかである と言う．

例 8.4. (1) V = V(y2 − x3) に対して，ϕ を C → V, ϕ(t) = (t2, t3) と定
義する．すると TtC = CT(t2,t3)V = {(η1, η2) ∈ C2 : 2t3η2 − 3t4η1 =

0}, dtϕ(ξ) = (2tξ, 3t2ξ) となる．t 6= 0 において ϕ は滑らかである．

(2) V = Vp(xz − y2) に対して，ϕ を P2 → V, ϕ(s, t) = (s2, st, t2) と定義す
る．P2 のアファイン開集合 U1 = {(s, t) ∈ P2 : s 6= 0} から点 q ∈ U1 を
とる．すると，q = (1, t) と書けるので，V1 = {(x, y, z) ∈ P2 : x 6= 0}
に対して，ϕ : U1 → V1 はアファイン代数多様体の射となる．TqP1 =

C1, T(1,t,t2) (Vp(xz − y2)) = {η ∈ C2 : −2tη1 + η2 = 0}, dqϕ(ξ) = (ξ, 2tξ)

となる．したがって，U1 上のすべての点で ϕ は滑らかである．U2 =

{(s, t) ∈ P2 : t 6= 0} に対しても同様にできるので，ϕ は（すべての点で）
滑らかな射である．

8.2.2 ファイバーの次元定理

まず，次元に関する以下の定理を解説するために，下記の Sard の定理を用
いる．

定理 8.5 (Sardの定理). ϕ : X → Y を既約代数多様体 23の支配的射とする．こ 23 本講義で単に代
数多様体と書いたと
きは，アファイン代
数多様体か射影代数
多様体である．

のとき，ある開集合 U ⊂ Y が存在して，任意の y ∈ U に対して，ϕ は ϕ−1(U)

上の全ての点において滑らかである．

定理 8.6 (ファイバーの次元定理). ϕ : X → Y を既約代数多様体の支配的射
とすると，
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(1) 任意の y ∈ ϕ(X) に対して，dimϕ−1(y) ≥ dimX − dim Y

(2) ある空でない開集合 U ⊂ ϕ(X) が存在して，任意の y ∈ U に対して，
dimϕ−1(y) = dimX − dimY

が成り立つ．

解説. (1) Y をアファイン代数的集合とし，y ∈ ϕ(X), d = dim Y とする．{y}
は Y で余次元 d なので，ある d 個の多項式が存在して，V(f1, . . . , fd)∩ Y は
y を含む有限集合になる．Y を y 以外の有限個点を含まない Y のアファイン
開集合で置き換えると，V(f1, . . . , fd) ∩ Y = {y} となる．このとき，

(∗) ϕ−1(y) = {x ∈ X : f1(ϕ(x)) = · · · = fd(ϕ(x)) = 0}

と書ける．d個多項式では次元は d以上下がらないので，dimϕ−1(y) ≥ dimX−
d が成り立つ．

(2) dim Y = d, x ∈ X, y = ϕ(x) ∈ Y を非特異点とする．まず Tx (ϕ
−1(y)) ⊂

ker dxϕ(x) を示す．y は非特異点より，近傍で Y は d 次元多様体となり，ϕ =

(ϕ1, . . . , ϕd) とおける．さらに (1) と同様に {y} = V(f1, . . . , fd) となるように
fj をとる．すると ξ ∈ Tx (ϕ

−1(y)) に対して，x(t) ∈ X が存在して x(0) =

x, x′(0) = ξ となるので，(∗) の定義式に x(t) を代入して t について微分す
れば，

∑

i

∂fj
∂yi

(y)

(
∑

k

∂ϕi

∂xk
(x)ξk

)
= 0, j = 1, . . . , d

を得る．いま {y} 定義式の個数 d は Y における {y} の余次元に等しいので，
∂(f1,...,fd)
∂(y1,...,yd)

(y)の行ベクトルは一次独立となり，正則なので，ξ ∈ ker dxϕ(x) を得
る．したがって，Tx (ϕ

−1(y)) ⊂ ker dxϕ(x) が成り立つ．
次に，Sardの定理より，ある開集合 U が存在して，任意の y ∈ U, x ∈ ϕ−1(y)

に対して，dxϕ : TxX :→ TyY は全射になる．よって線形空間の次元定理より，

dimker dxϕ = dimTxX − dimTyY = dimX − dimY

が成り立つ．また，(1) より，

dimX − dimY ≤ dimϕ−1(y) ≤ dim Tx

(
ϕ−1(y)

)

≤ dimker dxϕ = dimX − dimY

となり，したがって，dimϕ−1(y) = dimX − dimY が成り立つ．

定理 8.7 (既約性定理). ϕ : X → Y を射影代数多様体の支配的射とする．こ
のとき，

(1) Y が既約，

さらに任意の y ∈ ϕ(X) に対して，
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(2) ϕ−1(y) は既約，

(3) dimϕ−1(y) は一定値をとる

ならば，X は既約である．

Proof. ϕ は射影代数多様体の射なので，閉集合を閉集合に写す．また，Y は
既約なので，ϕ(X) = ϕ(X)− = Y より，実際は全射である．dimϕ−1(y) = d

とおくと，ファイバーの次元定理 8.6 より，

dimX = dim Y + d

が成り立つ．X の既約分解を X = X0 ∪X1 ∪ · · · ∪Xr とし，dimX0 = dimX

とする．y ∈ ϕ(X0) に対して，仮定 (2) より ϕ−1(y) は既約閉集合である
ので，ϕ−1(y) ⊂ X0 が成り立つ．なぜなら，そうでないとすると ϕ−1(y) =⋃

i (ϕ
−1(y) ∩Xi) と二つ以上の空でない閉集合に分解されるので，ϕ−1(y)の既

約性に矛盾する．よって，ϕ0 = ϕ|X0
, y ∈ ϕ(X0) に対して，ϕ−1

0 (y) = ϕ−1(y)

となり，特に dimϕ−1
0 (y) = d が成り立つ．ここで，ϕ(X0) は既約閉部分多様

体なので，ϕ0 : X0 → ϕ(X0) に対して，ファイバーの次元定理を適用する．す
ると，generic な y ∈ ϕ0(X0) に対して，

dimX = dimX0 = dimϕ0(X0) + dimϕ−1
0 (y)

= dimϕ(X0) + dimϕ−1(y) = dimϕ(X0) + d

が成り立つ．よって，dimϕ(X0) = dimX − d = dimY である．したがって，
ϕ(X0) ⊂ Y かつ Y は既約なので，ϕ(X0) = Y となる 24．したがって， 24 既約閉部分集合

の上昇列の最大長を
次元の定義に採用し
た利点である．

X0 =
⋃

y∈Y
ϕ−1
i (y) =

⋃

y∈Y
ϕ−1(y) = X

が成り立ち，X は既約である．

8.2.3 交叉の存在性

一般に，多様体 X, Y の交叉 X ∩ Y が非空になるかどうかは判定しにくい．
ファイバーの次元定理を用いて，射影空間においては以下の存在定理を示すこ
とができる．

定理 8.8. X, Y ∈ Pn を射影代数的集合とする 25．このとき，dimX+dimY ≥ 25 射影多様体につ
いては必ずしも成り
立たない．同じ射影
空間 Pn の射影代数
的集合でなければな
らない．

dimPn ならば，X ∩ Y 6= ∅ である．

Proof. まず，X, Y が既約のとき示す．また，X, Y を定義する斉次多項式の零
点を，そのままアファイン空間Cn+1 の集合として考えたものを C(X), C(Y )

とする 26．すると π : C(X) \ {0} → X = (C(X) \ {0}) / ∼, x 7→ [x] にファイ 26 錘になる．

バーの次元定理 8.6 を適用すると，任意の x ∈ X に対して，ϕ−1(x) = 1 とな
るので，

dim (C(X) \ {0}) = dimX + ϕ−1(x) = dimX + 1
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が成り立つ．同様に dimC(Y ) = dimY + 1 である．いま，C(X) ∩ C(Y ) は
斉次多項式の零点なので，0 ∈ C(X) ∩ C(Y ) より，空でない．また，

dim(C(X) ∩ C(Y )) ≥ n+ 1− codimC(X)− codimC(Y )

= dimC(X) + dimC(Y )− (n+ 1) = dimX + dimY − n+ 1 ≥ 1

より 27，C(X)∩C(Y ) は 0 以外の点 p を持つ．C(X)∩C(Y ) は錘なので，定 27 この不等式は示
していないが，既約
なアファイン代数的
集合について成り立
つ不等式である．

数倍について閉じており，[p] ∈ X ∩Y である．よって X ∩Y 6= ∅ が成り立つ．
もし，X, Y のいずれかが既約でない場合には，それぞれを既約分解し，既

約成分で次元が最大のものを X ′, Y ′ とすると，dimX ′ + dim Y ′ ≥ n なので，
(X ∩ Y ) ⊃ (X ′ ∩ Y ′) 6= ∅ となる．

8.2.4 行列式多様体の次元と特異点

定理 8.9. 行列式多様体

Dr := {A ∈ PMm,n : rankA ≤ r}

に対して，codimDr = (m− r)(n− r) である．

Proof.

E = {(A,K) ∈ PMm,n ×G(n− r, n) : K ⊂ kerA}
とする．すると，π1 : E → PMm,n, (A,K) 7→ Aに対して，π1(E) = Dr である．
π2 : (A,K) 7→ K とすると，任意のK ∈ G(n−r, n)に対して，π−1

2 (K) = rm−1

となる．よって 定理 8.7 より，E は既約である．したがって，定理 8.6 より，

dimE = dimG(n−r, n))+dimπ−1
2 (K) = r(n−r)+ rm−1 = r(m+n−r)−1

が成り立つ．Dr の中で階数がちょうど r となる行列は開集合をなし，π1(E) =

Dr が既約であることから，Dr で稠密になる．また，rankA = r となる A に
対して，K ⊂ kerA となるK ∈ G(n − r, n) は kerA そのもののみなので，
dim π−1

1 (A) = 0 となる．よって定理 8.6 より，

dimDr = dimE − dim π−1
1 (A) = r(m+ n− r)− 1

が成り立つ．したがって，

codimDr = mn− 1− r(m+ n− r) + 1 = (m− r)(n− r)

となる．

定理 8.10. 行列式多様体 Dr の特異点集合 (Dr)
sing
は Dr−1 に等しい．
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Proof. A ∈ Ds \ Ds−1 とする．すると，基底の取り換えによりA は
(
Is O

O O

)

と書ける．ここで Is は s× s の単位行列である．A の PMm,n におけるアファ
イン開集合を U とすると，U の元は，

X =




1 x1,2 x1,3 · · · · · · x1,n

x2,1 1 + x2,2 x2,3 · · · · · · x2,n

...
. . .

xs,1 · · · 1 + xs,s xs,s+1 · · · xs,m

xs+1,1 · · · xs+1,s xs+1,s+1 · · · xs+1,m

...
. . .

xm,1 · · · · · · xm,n




と書ける．s = r のとき，X の (r+ 1)× (r+ 1) 小行列式が Dr の定義多項式
になる．それらの勾配ベクトルに，A を代入すると（xi,j をすべて 0 にする），
xi,j に関して 1 次の項を持つ小行列式のみが非零ベクトルになる．いま，X の
(r+1)× (r+1) 小行列式で 1 次の項を持つものは，(1, . . . , r) 行 (1, . . . , r) 列
を選び，残りの 1 つを i, j > r から選んだ小行列式である．したがって，Dr

の余次元と等しい (m − r)(n − r) 個の一次独立な勾配ベクトルを得る．した
がって，Dr \ Dr−1 は Dr の非特異点である．
一方，A ∈ Dr−1 とすると，X の (r + 1)× (r + 1) 小行列式で，1 次の項を

持つものは存在しない．したがって，すべての勾配ベクトルが零ベクトルにな
り，A は Dr の特異点である．したがって，(Dr)sing = Dr−1 が成り立つ．

8.3 代数次数

KKT 条件

∇f0(x) +

m∑

i=1

λi∇fi(x) = 0

f1(x) = · · · = fm(x) = 0

の解を複素数解まで広げて考えたとき，解が有限個の場合，イデアルの 消去
定理 を用いれば，解 x̄ = (x̄1, . . . , x̄n) の座標は fj の係数に関する代数関数に
なっている．つまり，各 i に対して，fj の係数に関する有理関数 ak と d が存
在して，xi は

x̄d
i + ad−1x̄

d−1
i + · · · a1x̄i + a0 = 0

の解になっている．さらに genericな fi に対して，この多項式の次数 dは，全
ての座標 xi に対して等しくなる．これを 多項式最適化問題の代数次数 と呼
ぶ．この次数は KKT 条件を満たす複素数解の個数になっているので，代数次
数を求めるには解の個数を求めればよい．
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8.3.1 代数多様体の次数

多項式最適化問題の代数次数は，代数多様体の次数を用いて求めることがで
きる．

既約射影多様体 X ⊂ Pn に対して，generic な n − dimX 次元線型空間 L

との共通部分 X ∩ L の要素数を X の次数 と呼び，degX と書く．X が既約
でない場合，既約分解 X = X1 ∩ · · · ∩Xr に対して，degX =

∑
i degXi と定

義する．

いま，Generic な超平面 H28 に対して，dim(X ∩H) = dimX − 1 となるの 28 余次元 1 の線型
空間で，dim(X ∩ L) = 0 となり，X ∩ L は有限集合である．

例 8.11. (1) X ⊂ Pn が有限集合のとき，degX は X の要素数である．

(2) 斉次多項式 F に対して，V(F ) ⊂ Pn の次数は d = degF である．まず，
codimV(F ) = 1 より，Pn の 1 次線型空間は射影直線 L = {sa + tb ∈
Pn : (s, t) ∈ P1} になる 29． F (sa + tb) は s, t に関する斉次多項式とな 29

(sa0 + tb0, . . . , san + tbn)り，generic な a, b に対して，F (sa + tb) = c
∏d

i=1(βis − αit) と書ける
ので，V(F ) ∩ L = {(α1a + β1b), . . . , (αda + βdb)} となる．したがって，
deg V(F ) = degF である．

(3) X ⊂ Pn を r 次元線形空間とするすると，1 次斉次多項式 fi を用い
て X = V(fr+1, . . . , fn) と書ける．同様に (n − r) 次元線型空間 L は
L = V(f1, . . . , fr) と書ける．f1(x) = 0, . . . , fn(x) = 0はn× (n+1) 斉次
線形方程式であり，Generic な L に対して，その解は直線になる．よっ
て，X ∩Lはその解直線が表す射影空間の一点からなる集合になる．よっ
て次元によらず線形空間の次数は 1 である．

注記 8.12. Veronese 写像より，

P1 ≃ ν2(P
1) = {(s2, st, t2) ∈ P2 : (s, t) ∈ P1} ⊂ P2

となる．同型射で次元は変わらないので 30，dimX = 1 である．ν2(P1) ∩ 30 同相写像で既約
集合は既約集合に写
る．

V(a0u0 + a1u1 + a2u2) は a0s
2 + a1st+ a2t

2 = 0 の解なので，deg (ν2(P1)) = 2

となる．一方，

P1 ≃ ν3(P
1) = {(s3, s2t, st2, t3) ∈ P3 : (s, t) ∈ P2} ⊂ P3

を考えると，L = V(a0u0 + a1u1 + a2u2 + a3u3) に対して 31，ν3(P1) ∩ H は， 31 dimL = 2

a0s
3 + a1s

2t + a2st
2 + a3t

3 = 0 の解となる．よって，generic な L に対して，
deg (ν3(P1)) = 3 となる．したがって，次数は代数多様体を埋め込む射影空間
Pn によって異なる．

一般の射影多様体に対して次数の良定義性を示すには以下の二つの定理が必
要である．
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定理 8.13 (Bertini の定理). X ⊂ Pn を既約射影多様体，F0, F1, . . . , Fm を次
数の等しい一次独立な斉次多項式，I = (F0, F1, . . . , Fm) とする．このとき，非
空な開集合 U ⊂ Pm が存在して，各 p ∈ U に対して，Y = V (

∑m
i=0 piFi) と

すると，

X ∩ Y \ (Xsing ∩ V(I)) = V
(
I(X) +

m∑

i=0

piFi

)
\ (Xsing ∩ V(I))

は空集合であるか，または，その全ての既約成分における重複度 1 の非特異
な代数多様体であり，X と Y は横断的に交わる．

定理 8.14. X ⊂ Pn を非特異な既約射影多様体とする．dimX ≥ 2 ならば，
generic な斉次多項式 F に対して，X ∩ V(F ) は dimX − 1 次元の非特異な
既約射影多様体である．

ここで交叉 X ∩Y の 重複度とは，多項式の重根に対応するものである．例
8.11 (1) で，V(F ) ∩ L の要素数は s, t 変数多項式 F (sa+ tb) の零点の個数と
一致する．しかし，L の選び方によっては F (sa+ tb) は重根を持つ：

F (sa+ tb) = c

d′∏

i=1

(βis− αit)
ei, e1 + · · ·+ ed′ = d

このとき，ei 重根に対応する点 (αia+βib) の重複度は ei である 32．X ∩L の 32

X ∩ Y が 有
限 集 合 の 場 合 ，
p ∈ X ∩ Y の重
複度の厳密な定義は
(C[x]/(I(X) + I(Y )))p
（p における局所
環）のベクトル空
間としての次元で
ある．

要素数は L によるが，重複度の分だけ重ねて数えると degF と一致する．

以下で定義されるように X と Y が 横断的に交わる ならば，X ∩ Y の既約
成分における重複度が 1 になる．

定理 8.15 (Bézout の定理). X, Y ∈ Pn を既約射影多様体とする．X ∩ Y が
W1 ∪ . . . ∪Wk と既約分解されたとき，

(1) dimWi = dimX + dimY − n (i = 1, . . . , k)

(2) すべての i に対して，ある x ∈ Wi が存在して，x は X, Y の非特異点
であり，dim(TxX ∩ TxY ) = dimX + dimY − n

ならば，
deg(X ∩ Y ) = degX deg Y

が成り立つ．(1), (2) が成り立つとき，X と Y は 横断的に交わるという．

注記. (1)の等式は dimWi = n−codimX−codimY，codimWi = codimX+

codimY などとも書ける．

例 8.16. Generic な斉次多項式 f1, . . . , fm に対して Xr = V(f1, . . . , fr−1) ∩
V(fr) = V(f1, . . . , fr) (r ≤ m) とする．fj は generic なので，codimV = r か
つ，Bertini の定理より X は非特異多様体となる．よって，任意の点 x ∈ X

において，rank ∂(f1,...,fr)
∂(x1,...,xn)

= codimXr = r となるので，∇fi(x) は一次独立で
ある．よって，degXm = deg f1 · · ·deg fm である．
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8.3.2 行列式多様体の次数

定理 8.17. m ≤ n のとき，行列式多様体

Dm−1 := {A ∈ PMm,n : rankA ≤ m− 1}

に対して，

degDm−1 =

(
m

n− 1

)

である（階数が（最大階数−1）の行列式多様体）．

Proof. Dm−1と横断的に交わる（相補次元でない）線形部分空間Eで，Dm−1∩E
の次数を計算しやすいものを用意し，Bertiniの定理 8.13と Bézoutの定理 8.15

を用いて，Dm−1 の次数を求める．
B = (bij) を任意の m×m 小行列式が 0 でない行列とする．Bj ∈ Mm,n を

j 列のみ (b1j , . . . , bnj)
T で，他の列は (0, . . . , 0)T となる行列とし，

E =
{
x1B1 + · · ·+ xnBn : x ∈ Pn−1

}

とする．Dm−1 ∩ E の元は，

X =




b1,1x1 b1,2x2 · · · b1,nxn

b2,1x1 b2,2x2 · · · b2,nxn

...

bm,1x1 bm,2x2 · · · bm,nxn




の中で，「m×m 小行列式 = 0」を満たす行列である．また，X の 1 列から m

列の小行列式は，（1 列から m 列の B の小行列式）· x1x2 · · ·xm となり，他の
小行列式も同様である．
ここで，
⋃

|I|=n−m+1

{
X : X =

∑
i
xiBi, x ∈ Pn−1, xi = 0, ∀i ∈ I

}
=
(
Dm−1 ∩ E

)

を示す．X ∈ E とする．X の各列から，任意の n−m+1個の xi1 , . . . , xin−m+1

を選ぶ．すると，各 m×m小行列式は，その中の少なくとも一つのxik を含む．
したがって，xi1 = . . . = xin−m+1

= 0 ならば，すべての小行列式が 0 になる．
よって「⊂」が成り立つ．逆にすべての I ⊂ {1, . . . , n}, |I| = n−m+1に対して，
ある i ∈ I が存在して，xi 6= 0 となるとする．まず，I1 = {m,m + 1 . . . , n}
とする．この中で，0 でない列 i1 と X の 1 列目を入れ替える．次に I2 =

{1, m + 1, . . . , n} の中で，0 でない列 i2 と X の 2 列目を入れ替える．これ
を繰り返し，最後に Im = {j1, . . . , jn−m+1} の中でで 0 でない xjk をX の m

列とすれば，1 列から m 列の小行列式は 0 でない．よって，「⊃」も成り立つ．
したがって，Dm−1 ∩ E は (m− 2) 次元部分空間の和集合になる 33． 33 射影空間の部分

空間として，n − 2
次元

さらに，X =
∑n

i=1 xiBi ∈ Dm−1 ∩E で，ちょうど m− 1 個の xi1 , . . . xim−1

が 0 でないものを考える．するとこの X において，Dm−1 の定義多項式 34の
34 m×m 小行列式

勾配ベクトルを求め，X を代入すると，xi1 · · ·xim−1
6= 0が，n −m + 1 個の
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勾配ベクトルの異なる成分に現れるので 35，定義多項式のヤコビ行列の階数は 35 定義多項式の中
で，i1, · · · , im−1, j
列からなる小行列式
を考えると，j 列の
変数の微分が 0 で
ない．

n −m+ 1 となる．これは (m− 2) 次元部分空間の余次元に等しい．よって，
B を generic に取り直せば，Bertini の定理 8.13 より，Dm−1 と E は，重複度
1 で 36横断的に交わる．和集合の次数はそれぞれの次数の和になるので，線形 36

重複度 1 なので，
set-theoretic な等
式から次数を求めて
良い．

空間の次数が 1 であることと，Bézout の定理 8.15 より，

degDm−1 = degDm−1 · degE = deg(Dm−1 ∩ E) =

(
n

m− 1

)

が成り立つ．

8.3.3 多項式最適化問題の代数次数

Generic な fj に対する，KKT 条件を満たす実行可能解の集合

K = {x ∈ V :ある λ1, . . . , λm が存在して，∇f0(x) +

m∑

i=1

λi∇fi(x) = 0}

の要素数を 多項式最適化の代数次数 と呼ぶ．

Sr(x1, . . . , xk) =
∑

i1+···ik=r

xi1
1 · · ·xik

k

とする．

定理 8.18. Generic な f0, f1, . . . , fm に対して，dj = deg fj とおく．このとき，
問題 (P) の代数次数は

d1 · · · dm Sn−m(d0 − 1, d1 − 1, . . . , dm − 1)

に等しい．

Proof. Fj = f ♯
j に対して，

V = Va(f1, . . . , fn) = {x ∈ Cn : f1(x) = · · · = fm(x) = 0

V ♯ = {x̃ = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Pn : F1(x̃) = · · ·Fm(x̃) = 0}

Dm =

{
x̃ ∈ Pn :

∂(F0, F1, . . . , Fm)

∂(x1, . . . , xn)
(x̃) のすべての (m+ 1)× (m+ 1) 小行列式 = 0

}

とする．K = (V ♯ ∩Dm) ∩D+(x0) の要素数を求める．Generic な f1, . . . , fm
に対して，

定理 8.13, 8.15

Generic な斉次多項式 F1, . . . , Fm に対して，

degVp(F1, . . . , Fm) = degF1 · · ·degFm

である．
よ

り，deg V ♯ = d1 · · · dm，codimV ♯ = m である．いま定理 8.9, 8.10 の系より，
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codimDm = n−mかつ，V ♯∩Dmは有限集合なので，deg(V ♯∩Dm)はV ♯∩Dm

要素数に等しい．

Bézout の定理 8.15

X, Y ∈ Pn を射影多様体 dimX = r, dimY = s とする．X ∩ Y が W1 ∪
. . . ∪Wk と既約分解されたとき，

(1) dimWi = r + s− n (i = 1, . . . , k)

(2) すべての i に対して，ある x ∈ Wi が存在して，x は X, Y の非特異
点であり，dim(TxX ∩ TxY ) = r + s− n

ならば，
k∑

i=1

degWi = degX deg Y

が成り立つ．(1), (2) が成り立つとき，X と Y は 横断的に交わるという．

より，V ♯ と Dm が横断的に交わることを示せば，代数次数が求まる．まず，

X :=

{
(x̃, λ̃) ∈ Pn × Pm : F1(x̃) = · · · = Fm(x̃) = 0,

(
∂(F0, F1, . . . , Fm)

∂(x1, . . . , xn)
(x̃)

)T

λ = 0

}

とする．いま，x̃ ∈ X に対して，rank ∂(F0,F1,...,Fm)
∂(x1,...,xn)

(x̃) = m より，(x̃, λ̃) ∈ X

となる λ̃ は唯一つである．したがって，dimX = dim(V ♯ ∩Dm) = 0 であり，
射影 π1 : Pn × Pm → Pn に対して，π1 : X → V ♯ ∩Dm となる．X を定義する
m+ n 個の方程式のヤコビ行列 J を求めると，(m+ n)× (m+ n+ 1) 行列

J(x̃, λ̃) =




∇F1(x̄)
... O

∇Fm(x̄)

∑m
k=0 λk

(
∂2Fk

∂xi∂xj
(x̃)
)
1≤i≤n,
0≤j≤n

(
∂(F0,F1,...,Fm)
∂(x1,...,xn)

(x̃)
)T




となる．任意の (x̃, λ̃) ∈ X に対して，λ̃0 6= 0 かつ，左上と右下のブロックの
階数は m である．ここで，J(x̃, λ̃) を行と列に関して基本変形し，




1 0 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
. . .

...
...

...

0 · · · 1 0 0 · · · 0

∗ · · · ∗ M(x̃, λ̃) 0 · · · 0

∗ · · · ∗ ∗ 1 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

. . .
...

∗ · · · ∗ ∗ 0 · · · 1 0




とできる．変形後の J(x̃, λ̃) は正則行列 P,Q を用いて PJ(x̃, λ̃)Q と書ける．

PJ(x̃, λ̃)Q の部分行列を M(x̃, λ̃) =
(
PJ(x̃, λ̃)Q

)n
i,j=m+1

とおく．generic な
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F1, . . . , Fm を固定したのち，
∏

(x̃,λ̃)∈X

detM(x̃, λ̃)

を，F0の係数を変数とする多項式と見ると，その零点集合の補集合から F0の係
数を選べば，M(x̃, λ̃)は階数最大になる．したがって，genericなF0, F1, . . . , Fm

に対して，rank J(x̃, λ̃) = m+ n である．ここで，任意の p = (y, µ) ∈ X を固
定する．

A := V ♯ × Pm = {(x̃, λ̃) ∈ Pn × Pm : F1(x̃) = · · · = Fm(x̃) = 0}

B :=

{
(x̃, λ̃) ∈ Pn × Pm :

(
∂(F0, F1, . . . , Fm)

∂(x1, . . . , xn)
(x̃)

)T

λ = 0

}
,

に対して，rank J(x̃, λ̃) = m + n より，(y, µ) は A,B それぞれの非特異点で
あり，dim(TpA ∩ TpB) = 0 となる．よって X = A ∩ B は横断的に交わって
いる．
いま，y は明らかに V ♯ の非特異点である．rank ∂(F1,...,Fm)

∂(x1,...,xn)
(y) = m なの

で，定理 8.10 (2) より，y は Dm の非特異点でもある．よって，TyD
m =

Tyπ1(B) ⊂ π1(TpB)37かつ，m = dim TyD
m ≤ dim π1(TpB) ≤ dim TpB = m 37 yのユークリッド

近傍で，π1 が一対
一であることを用い
れば，可微分多様体
に対する標準的な結
果である．π1(B)は
y において非特異な
ので，局所的に可微
分多様体である．

より，TyD
m = π1(TpB) が成り立つ．ここで ϕ = π1|TpB とおくと，TpA =

TyV
♯ × Cm より，

dim(TyV
♯ ∩ TyD

m) = dim(TpA ∩ (ϕ(TpB)× {0}))
となる．いま，dim(TpA ∩ (ϕ(TpB)× {0})) ≥ 1 と仮定する．すると，ある直
線 ℓ ⊂ TyV

♯ ∩ ϕ(TpB) が存在して，ℓ× {0}m ⊂ TpA ∩ (ϕ(TpB)× {0}m) とな
る．このとき，ℓ ⊂ ϕ(TpB) より，dimϕ−1(ℓ) ≥ 138かつ 38 ϕ は線形写像で，

TpB は線形空間で
ある．ϕ−1(ℓ) ⊂ ϕ−1

(
TyV

♯ ∩ ϕ(TpB)
)
= ϕ−1(TyV

♯) ∩ TpB = TpA ∩ TpB

より，dim(TpA ∩ TpB) = 0 に矛盾する．したがって，dim(TyV
♯ ∩ TyD

m) =

dim(TpA ∩ (ϕ(TpB)× {0})) = 0 より，V ♯ ∩Dm は横断的に交わる．
したがって，Bézout の定理より，

deg(V ♯ ∩Dm) = deg V ♯ · degDm

となる．ここで，

定理 [9, Prop. A.6]

m < n，0 < d1 ≤ · · · dm，M(x) を m×n 行列で，各行が C[x0, x1, . . . , xN ]

の次数 di 斉次多項式からなるものとし，

Xm−1 = {x ∈ PN : rankM(x) ≤ m− 1}

とする．このとき N ≥ n−m+ 1 ならば，

degXm−1 = Sn−m+1(d1, . . . , dn)

が成り立つ．
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より，

deg V ♯ · degDm = d1 · · · dm Sn−m(d0 − 1, d1 − 1, . . . , dm − 1)

である．代数次数は Pn の正則行列の変換に関して不変であり，ほとんどの変換
で，有限集合 V ♯∩Dmは V(x0)と交わらない．よって，genericな f0, f1, . . . , fm
に対して，deg((V ♯∩Dm)∩D+(x0)) = deg(V ♯∩Dm)となり，結論の式を得る．
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