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第6章 変分問題

6.1 変分問題
関数 y(x) が表す曲線の x = 0 から x = 1 までの長さは，

F (y) =

∫ 1

0

√
1 + y′(x)2dx

で与えられる ．本章では，このような「関数によって決まる値」を最小化する問題
を扱う．
さて，関数に対してグラフの長さは一つに決まるので，「関数のグラフの長さ」は

「関数を変数にもつ関数」になっている．一般に「関数を変数にもつ関数」を
はんかんすう
汎関数

と呼び，汎関数を最小化または最大化する関数を探す問題を 変分問題 と呼ぶ.

本書では，汎関数の変数に使われる関数 y(x)は十分な回数微分できるものとする．

変分問題の例
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y
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図 6.1: どれが一番早いか？

［例］ 6.1 (最速降下線). 二つの地点をつな
ぐ滑り台で最も降りるのが早いものの形を考
えてみよう．いま，xy 平面で y 軸を下向きに
取る．質点が (a, 0) から (b, B) まで，y 軸方
向に重力と滑り台からの反発力を受けて移動
するとき ，最も早く (b, B) に到着するには
どのような形の滑り台を設計すればよいか？
滑り台の形を関数 y(x)のグラフで表す．重
力による加速度を g とおくと，質量 m の質点が y(x) まで下がったときの速さ v

は，エネルギー保存則より 0 = mv2/2 −mgy(x) を満たすので v =
√

2gy(x) とな
る．微小区間における曲線の長さ を速さで割ることで，移動時間は

F (y) =

∫ b

a

√
1 + y′(x)2√
2gy(x)

dx

という汎関数で与えられる．よって，

y(a) = 0, y(b) = B

となる関数の中で，この汎関数を最小にする関数のグラフが最速な滑り台の形を表す．
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図 6.2: ロープの形は？

［例］ 6.2 (懸垂線). 両端が同じ高さ
で柱に結ばれたロープは，どのような
形で垂れ下がるだろうか？両端の高さ
を h，ロープの長さを !，単位長さあた
りの質量を m とする．x 座標を水平方
向，y 座標を垂直方向として，ロープの
形を y(x) という関数のグラフで表し，
ロープの両端の x 座標を a，b とする．
ロープは位置エネルギーを最小にするような形をとると考えられるので，位置エネ
ルギーは

F (y) =

∫ b

a

(
m
√
1 + y′(x)2

)
gy(x) dx

を長さ
G(y) =

∫ b

a

√
1 + y′(x)2 dx = !,

両端 y(a) = h, y(b) = h という条件のもとで最小化する問題を考えれば良い.

［例］ 6.3 (人員計画問題). ある仕事の量を扱うのに必要な人員数を維持しながら,

人件費をなるべく少なくできる人員計画を立てたい.

時期 x における仕事量を s(x), 人員数 を y(x) として，人件費を

F (y) =

∫ 1

0

{
y(x) +

1

2
y′(x)2

}
dx

と定義する．ここで人件費の式をこのように定義したのは，給与は人員数に比例す
るので y(x) の 1 次式，雇用と解雇に必要な費用はより高額になるので，人員の増
加率 y′(x) の 2 次式と仮定したためである ．
すると，最適な人員計画は，

最小化 F (y) =

∫ 1

0

{
y(x) +

1

2
y′(x)2

}
dx

制約 y(x) ≥ s(x), x ∈ [0, 1]

の解を求めることによって得られる．

6.1.1 汎関数
まず，次の単純な変分問題を考えてみよう．

最小化 F (y) =

∫ 1

0

{
y(x)− 1

}2
dx

制約 なし
(6.1)
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汎関数 F に具体的な関数を代入して，値を計算する．例えば，関数が

y1(x) = x のときは F (y1) =

∫ 1

0

{
x− 1

}2
dx =

1

3

y2(x) = x2 のときは F (y2) =

∫ 1

0

{
x2 − 1

}2
dx =

8

15

という値になる．よって，F の値を比べると

F (y2) > F (y1)

となる．それでは，F (y) の値を一番小さくするのはどのような関数 y(x) か？　こ
のような問題を考えるのが変分問題である．

発見的に最小解を見つける

さて，問題 (6.1) に関しては推測で解を見つけることができる．ここで，鍵とな
るのが積分に関する

区間 [a, b] で f(x) ≥ 0 =⇒
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0 (6.2)

という性質である．これより，問題 (6.1) の汎関数 F の値ははすべての関数 y(x)

に対して 0 以上となる．そこで，F の値を 0 にするような y(x) を探す．

F (y1) =
1

3

F (y2) =
8

15

F (ȳ) = 0

x

y

1

1

O

いま，

ȳ(x) = 1（定数関数）

とおくと，F (ȳ) = 0 なので，すべての y(x)

に対して

F (y) =

∫ 1

0

{
y(x)− 1

}2
dx ≥ 0 = F (ȳ)

が成り立つ．したがって，ȳ(x) = 1 は問題
(6.1) の最小解となる．

関数の微分に依存する汎関数

変分問題に慣れるために次の問題も推測で解いてみよう．

最小化 F (y) =

∫ 2

1

{
y′(x)− 1

}2
dx

制約 y(1) = 2, y(2) = 3

(6.3)

この問題では，積分の中に微分 y′(x) があること，積分区間が [1, 2] であること，制
約が付いていることに注意してほしい．
さて，この問題の汎関数 F も，性質 (6.2) よりすべての y(x) に対して 0 以上と
なる．
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図 6.3: ȳ(x)からずれると微
分の絶対値が正になる

よって，F の値を 0 するような制約を満
たす関数 y(x) を探す．まず，F の値を 0 に
するには，明らかに

y′(x) = 1

となればよい．また，制約より

y(1) = 2, y(2) = 3

も必要である．この二つを満たす関数を探せ
ば，

ȳ(x) = x+ 1

とすると， F (ȳ) = 0 となり制約を満たすことがわかる．したがって，y(1) = 2，
y(2) = 3 を満たすすべての関数 y(x) に対して

F (y) =

∫ 2

1

{
y′(x)− 1

}2
dx ≥ 0 = F (ȳ)

が成り立つので，ȳ(x) = x+ 1 は最小解となる．

変分問題の一般形

変分問題の一般形は，汎関数 F (y) を用いて

最小化 F (y)

制約 y ∈ C
(6.4)

のように書ける．ここで，F (y) を 目的汎関数 と呼ぶ．また，y ∈ C とは，関数
y(x) が関数の集合 C に入っていることを表す ．
以下で，最小解を改めて定義する．

［定義］ 6.4. 関数 ȳ(x) ∈ C がすべての関数 y(x) ∈ C に対して

F (y) ≥ F (ȳ)

を満たすとき，ȳ(x) を問題 (6.4) の大域最小解と呼ぶ．

［定義］ 6.5. 関数 ȳ(x) ∈ C が ȳ(x) に「近い」すべての関数 y(x) ∈ C に対して

F (y) ≥ F (ȳ)

を満たすとき，ȳ(x) を問題 (6.4) の局所最小解と呼ぶ ．

ただし，関数が「近い」ことについては以下で説明する．

関数の近さ
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図 6.4: 細い線が y(x) =

x，太い線が y(x) = x +

0.04 cos(4πx) のグラフ

関数 ȳ(x) に「近い」関数とは，y(x) と
グラフが近い関数のことを指す ．例えば，
関数 v(x) と十分小さい数 ε に対して

ȳ(x) + εv(x)

という関数を考えると，この関数のグラ
フは ȳ(x) のグラフが少し変化したものに
なっているので，ȳ(x) に「近い」関数で
ある（図 6.4）．

ノルム

関数の「近さ」を数学的に定義する方法は
いくつもあり，問題によって適切なものが
選ばれる．ここでは代表的なものを二つ挙
げよう．関数 y(x), ȳ(x) に対して

‖y − ȳ‖0 := max
a≤x≤b

|y(x)− ȳ(x)|

をノルムと呼ぶ．ここで，右辺は |y(x)−
ȳ(x)| の a ≤ x ≤ b での最大値を表す．例
えば

‖y − ȳ‖0 ≤
1

10

のとき，

|y(x)− ȳ(x)| ≤ 1

10
(a ≤ x ≤ b)

となるので，y− ȳ のノルムの小ささと関
数の「近さ」が対応していることが分かる
だろう．また

‖y−ȳ‖1 := max
a≤x≤b

|y(x)−ȳ(x)|+ max
a≤x≤b

∣∣y′(x)− ȳ′(x)
∣∣

も使われる．これは関数の「近さ」を測
るのに，微分の「近さ」も考慮するもので
ある．関数の「近さ」を測るのにどのノル
ムを用いるかによって，問題の性質も異
なってくる．本書ではどちらのノルムを
用いても成り立つ結果のみを扱う（もち
ろん y(x) は十分な回数微分できるものと
する）．

制約を満たし「近い」関数



154 第 6章 変分問題

x

y

O

図 6.5: 細い線が y(x) =

x，太い線が y(x) = x +

0.04 sin(4πx) のグラフ．端が
一致していることに注意

さらに制約

y(0) = 0, y(1) = 1 (6.5)

がある場合を考える．いま ȳ(x) は制約を
満たすとする．このとき，制約 (6.5) を満
たし，関数 ȳ(x) に「近い」関数とはどの
ようなものだろうか？この場合は

v(0) = 0, v(1) = 0

を満たす v(x) と十分小さい数 ε に対して

ȳ(x) + εv(x)

とすればよい．すると，

ȳ(0) + εv(0) = 0, ȳ(1) + εv(1) = 1

となるので，関数 ȳ(x) + εv(x) は，制約 (6.5) を満たし，グラフが ȳ(x) に「近い」
関数である（図 6.5）．

被積分関数

本節の残りで汎関数に関する言葉と記号を説明する．本書では 3変数関数 f(x, y, z)

に対して，
F (y) =

∫ b

a

f (x, y(x), y′(x)) dx

と定義される汎関数を扱う．ここで，f(x, y, z) の y 変数に y(x)，z 変数に y′(x) を
代入している．この f を 被積分関数 と呼ぶ．被積分関数とは単に「積分される関
数」と言う意味だが，本章では汎関数の定義に使われるこの f(x, y, z) を指す言葉
として使う．また，f(x, y, z) は実数上の関数で十分な回数微分できるものとする ．
［例］ 6.6. (1). 問題 6.1 の目的汎関数

∫ 1

0

{
y(x)− 1

}2
dx

の被積分関数は
f(x, y, z) = (y − 1)2

である．

(2). 前節の人員計画問題（例 6.3）の目的汎関数
∫ b

a

{
y(x) +

1

2
y′(x)2

}
dx

の被積分関数は
f(x, y, z) = y +

1

2
z2

である．
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被積分関数の省略記号

汎関数を表すときなどに，常に f(x, y(x), y′(x)) と書くと表記が煩雑になるので，
関数の括弧に “

[ ]
” を用いて

f(x, y(x), y′(x)) = f
[
y(x)

]

と表すことにする．右辺には y′ が書かれていないが, xと関数 y(x)が決まれば y′(x)

も決まるので, このように省略をしても差し支えない. この省略記号を使うと

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx =

∫ b

a

f [y(x)] dx

とすっきり書ける.

［練習問題］ 7. 次の汎関数の値を与えられた関数に対して計算せよ.

F (y) =

∫ 1

0

{
xy(x) + y′(x)2

}
dx

(1) y(x) = 3x2 (2) y(x) = sin(πx)

6.1.2 方向微分
推測で解を見つけられる問題は非常に特殊な問題に限られる．数ベクトル上の最
適化問題と同様に，変分問題でも汎関数の微分を用いて，最適解を見つける一般的
な方法がある．
1 変数関数の場合，微分係数とは変数を少し変化させたときに関数値が変化する
割合（瞬間変化率）を指した ．汎関数の微分も，

関数を少し変化させたときに汎関数値が変化する割合（瞬間変化率）

のようなもので定義したい．

汎関数値の変化量

関数 y(x) を「少し変化させる」とは，関数 v(x) と小さい数 ε に対して，y(x) を

y(x) + εv(x)

とすることを指すことする．なおこの関数は，y(x) のグラフを少し変化させたもの
をグラフに持ち ，関数 y(x) に「近い」関数である．このように関数を変化させた
とき，汎関数

F (y) =

∫ 1

0

y(x)2 dx



156 第 6章 変分問題

の値がどのように変化するか調べてみよう．いま，汎関数値の変化量は

F (y + εv)− F (y)

となる．ここで，汎関数の変数に対して，それぞれ

F (y) ←→ y(x)

F (y + εv) ←→ y(x) + εv(x)

という関数を代入していることに注意する．

具体的な関数に対する汎関数値の変化量

始めに，簡単な関数
y(x) = x2, v(x) = x3

に対して汎関数値の変化量を計算しよう．いま

y(x) + εv(x) = x2 + εx3

なので，

F (y + εv)− F (y) =

∫ 1

0

(
x2 + εx3

)2
dx−

∫ 1

0

(
x2
)2

dx

=

∫ 1

0

(
x4 + 2εx5 + ε2x6 − x4

)
dx

= 2ε

∫ 1

0

x5 dx+ ε2
∫ 1

0

x6 dx

=
1

3
ε+

1

7
ε2

を得る．これが関数 y(x) が
x2 → x2 + εx3

と変化したときの汎関数値の変化量である．
次に，この関数の変化に対する汎関数値の平均変化率を調べたい．しかし，実は

汎関数に対して平均変化率そのものを定義するのは難しい．

汎関数値の疑似的な変化率

そこで計算を簡単にするため，両辺を ε で割ることで ε の変化量のみを考慮した
疑似的な平均変化率

F (y + εv)− F (y)

ε
=

1

3
+

1

7
ε
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を使用する．これを「v 方向の平均変化率」と呼ぼう ．さらに，ε→ 0 と極限をと
ると

（ v 方向の瞬間変化率） lim
ε→0

F (y + εv)− F (y)

ε
=

1

3

が得られる．これを用いて，一般の汎関数の微分を定義する．

［定義］ 6.7. 汎関数 F と関数 y(x), v(x) に対して，

F (y)(v) := lim
ε→0

F (y + εv)− F (y)

ε

を y における v に対する 方向微分 と呼ぶ．

y(x) + (x)y(x)

F

y

F (y)

F (y + )

F (y + ) − F (y)

F (y)(v)

O

図 6.6: 方向微分のイメージ．直線の傾きがそれぞれの値に対応する．変分問題では
関数の集合を思い切って直線で描いてしまうと分かりやすい．

一般の関数についての方向微分

次に，任意の y(x)，v(x) に対して，汎関数

F (y) =

∫ 1

0

y(x)2 dx

の方向微分を求めてみよう．まず変化量を計算すると

F (y + εv)− F (y) =

∫ 1

0

{y(x) + εv(x)}2 dx−
∫ 1

0

{y(x)}2 dx

=

∫ 1

0

[
{y(x) + εv(x)}2 − {y(x)}2

]
dx

=

∫ 1

0

{
y(x)2 + 2εv(x)y(x) + ε2v(x)2 − y(x)2

}
dx

=

∫ 1

0

{
2εv(x)y(x) + ε2v(x)2

}
dx

= 2ε

∫ 1

0

v(x)y(x) dx+ ε2
∫ 1

0

v(x)2 dx

(6.6)
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となる．これより「v 方向の平均変化率」を求めると，

F (y + εv)− F (y)

ε
= 2

∫ 1

0

v(x)y(x) dx+ ε

∫ 1

0

v(x)2 dx

となる．よって，ε→ 0 とすると，

DF (y)(v) = 2

∫ 1

0

v(x)y(x) dx

を得る．これが任意の関数 y(x)，v(x) に対する汎関数 F の方向微分である．

方向微分の公式

上記のように定義から直接求める方法もあるが，方向微分には次の便利な公式が
ある．

［命題］ 6.8. 汎関数
F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx

に対して，方向微分は

DF (y)(v) =

∫ b

a

{fy[y(x)]v(x) + fz[y(x)]v
′(x)} dx

と表せる ．ここで，fy は第 2 変数, fz は第 3 変数に関する偏微分を表す．

証明. まず，関数 y(x), v(x) に対して

φ(ε) = F (y + εv) （ 1 変数関数）

とおく．すると，
F (y + εv)− F (y)

ε
=

φ(ε)− φ(0)

ε
となるので，定義より方向微分は

DF (y)(v) = lim
ε→0

F (y + εv)− F (y)

ε
= lim

ε→0

φ(ε)− φ(0)

ε
= φ′(0)

となる．
そこで，φ′(0) を求めるために φ(ε) の微分を計算する．いま，[a, b] は有界閉区間,

f は充分滑らかとしているので

d

dε
φ(ε) =

d

dε

∫ b

a

f [y(x) + εv(x)] dx =

∫ b

a

d

dε
f [y(x) + εv(x)] dx (6.7)

が成り立つ．ここで，省略記号を元に戻した
d

dε
f [y(x) + εv(x)] =

d

dε
f(x, y(x) + εv(x), y′(x) + εv′(x)) (6.8)
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を計算する. いま，各 x の値に対して関数の値 y(x), y′(x), v(x), v′(x) は単に数なの
で，式 (6.8) で

y(x) = y1, y′(x) = z1, v(x) = v1, v′(x) = v2

とおくと，多変数関数の合成関数の微分公式 より，
d

dε

{
f(x, y1 + εv1, z1 + εv2))

}

= fy(x, y1 + εv1, z1 + εv2)v1

+ fz(x, y1 + εv1, z1 + εv2)v2

となる．よって y1 などを関数にもどすと
d

dε
f(x, y(x) + εv(x), y′(x) + εv′(x))

= fy(x, y(x) + εv(x), y′(x) + εv′(x))v(x)

+ fz(x, y(x) + εv(x), y′(x) + εv′(x))v′(x)

= fy
[
y(x) + εv(x)

]
v(x) + fz[y(x) + εv(x)]v′(x)

となる．
よって，これを式 (6.7) に代入すると

d

dε
φ(ε) =

∫ b

a

{
fy
[
y(x) + εv(x)

]
v(x) + fz

[
y(x) + εv(x)

]
v′(x)

}
dx

を得る．この式で ε = 0 とすると，方向微分の公式を得る．

［補足］. 例えば，汎関数 F の被積分関数 f(x, y) が z 変数を持たず

F (y) =

∫ b

a

f [y(x)]dx =

∫ b

a

f(x, y(x))dx

でとなっているときは，

DF (y)(v) =

∫ b

a

fy[y(x)]v(x)dx =

∫ b

a

fy(x, y(x))v(x)dx

となる．

方向微分の例

［例］ 6.9. (1). 汎関数が

F (y) =

∫ 1

0

y(x)2 dx

のとき，被積分関数は f(x, y, z) = y2 となる．fy = 2y，fz = 0 なので，

DF (y)(v) =

∫ 1

0

2y(x)v(x) dx

となる．
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(2). 汎関数が

F (y) =

∫ 1

0

{
y(x) +

1

2
y′(x)2

}
dx

のとき，被積分関数は f(x, y, z) = y + 1
2z

2 となる．fy = 1，fz = z なので，
方向微分は

DF (y)(v) =

∫ 1

0

{fy[y(x)]v(x) + fz[y(x)]v
′(x)} dx

=

∫ 1

0

{v(x) + y′(x)v′(x)} dx

となる．

［練習問題］ 8. 以下の汎関数の被積分関数を書き，関数 y(x) における v(x) に対
する方向微分を求めよ．

(1). F (y) =

∫ 1

0

{
xy(x) + y′(x)3

}
dx

(2). G(y) =

∫ 1

0

√
1 + y′(x)2 dx

6.1.3 凸汎関数
数ベクトルの最小化問題を考えるときに凸関数が重要な役割を果たした．Rn の

凸関数は次の性質を持っていた；

f が凸関数である ⇔ 任意の u, v ∈ Rn ついて f(v) ≥ f(u) +∇f(u)(v − u)

⇔ 任意の u についてヘッセ行列 ∇2f(u) が半正定値

ここでは，汎関数について凸性を考える．

［定義］ 6.10. F を汎関数とする．任意の関数 y(x), v(x) に対して

F (y + v) ≥ F (y) +DF (y)(v)

が成り立つとき ，F を 凸汎関数 と呼ぶ．
また，上の不等式がある集合 C 内の関数 y(x) と，y(x) + v(x) ∈ C となる v(x)

に対してのみ成り立つ場合は，F は C 上で凸であるという．

［例］ 6.11.

F (y) =

∫ 1

0

y(x)2 dx
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y

O

F

y(x) y(x) + v(x)

F (y + v)

F (y) + DF (y)(v)

図 6.7: 凸汎関数のイメージ図．横軸を関数の集合として普通の凸関数と同様にイ
メージできる．

は凸汎関数である．実際，式変形 (6.6) より，

F (y + v)− F (y) = 2

∫ 1

0

v(x)y(x) dx+

∫ 1

0

v(x)2 dx

≥ 2

∫ 1

0

v(x)y(x) dx = DF (y)(v)

となる．

汎関数が凸になる条件

次に，一般的な凸性の判定法を紹介する．まず次の言葉を用意する．

［定義］ 6.12. 3 変数関数 f(x, y, z) に対して，x を定数と見なし，(y, z) の関数を

g(y, z) = f(x, y, z)

とおく．すべての x に対して g(y, z) が凸関数であるとき，f(x, y, z) は 第 2，第 3

変数に関して凸 であるという .

［命題］ 6.13. 3 変数関数 f(x, y, z) に対して，

f(x, y, z) が第 2，第 3 変数に関して凸

⇔任意の x, y, z に対して
[
fyy(x, y, z) fyz(x, y, z)

fzy(x, y, z) fzz(x, y, z)

]
が半正定値

が成り立つ ．



162 第 6章 変分問題

［定理］ 6.14. 汎関数 F を

F (y) =

∫ b

a

f [y(x)]dx =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x))dx

とする. 任意の x ∈ [a, b] に対して, 被積分関数 f(x, y, z) が第 2，第 3 変数に関し
て凸ならば，汎関数 F も凸になる.

証明. f(x, y, z) は第 2，第 3 変数に関して凸なので，任意の実数 v1, v2 に対して，

f(x, y + v1, z + v2) ≥ f(x, y, z) + fy(x, y, z)v1 + fz(x, y, z)v2

が成り立つ. この式に

y = y(x), z = y′(x), v1 = v(x), v2 = v′(x)

と代入して，省略記号を用いると

f [y(x) + v(x)] ≥ f [y(x)] + fy[y(x)]v(x) + fz[y(x)]v
′(x)

となる．ここで両辺を積分すると
∫ b

a

f [y(x) + v(x)]dx

≥
∫ b

a

f [y(x)] dx+

∫ b

a

{fy[y(x)]v(x) + fz[y(x)]v
′(x)} dx

を得る．これは方向微分の公式より

F (y + v) ≥ F (y) +DF (y)(v)

を表す．したがって，汎関数 F は凸になる．

凸汎関数の例

［例］ 6.15. (1). F (y) =
∫ b

a {x+ y(x)2 + y′(x)2} dx

被積分関数 f(x, y, z) = x+ y2 + z2 は凸関数なので F は凸汎関数である．

(2). F (y) =
∫ b

a {−x
2 + y(x)2 + y′(x)2} dx

被積分関数 f(x, y, z) = −x2 + y2 + z2 は (x, y, z) に関しては凸ではないが，x

を定数とみなすと，第 2, 第 3 変数に関しては凸である．したがって，F は凸
汎関数である．

［練習問題］ 9. 次の汎関数が凸かどうか調べよ

(1). F (y) =

∫ 1

0

{exy(x) + y′(x)2} dx

(2). F (y) =

∫ 1

0

{−x2 + y(x)2 +
√

1 + y′(x)2} dx
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6.2 変分問題の最適性条件
変分問題では以下の問題が基本になる：

最小化 F (y) :=

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx

制約 y(a) = A, y(b) = B

(6.9)

まずこの問題の解法を勉強しよう．数ベクトル上の最適化問題で学んだように変分
問題に対しても最適性条件があり，それを用いて最適解を求めることができる．
この問題には最適解の候補となる関数 y に対して，y(a) = A, y(b) = B という制
約がついているので，固定端問題 と呼ばれる．

［例］ 6.16. 例 6.1 に挙げた最速降下線問題は

最小化 F (y) =

∫ b

a

√
1 + y′(x)2√
2gy(x)

dx

制約 y(a) = 0, y(b) = B

と書けるので，固定端問題である．

1.

2.

以下，議論が易しい順に

(1). 凸汎関数の
大域最適解の十分条件

(2). 汎関数の
局所最適解の必要条件

という順番で説明する．

方向微分の第 2 公式

準備として，方向微分の公式を別の式で表しておこう．

［補題］ 6.17 (方向微分の第 2 公式). 汎関数

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx

に対して，方向微分は

DF (y)(v) =

∫ b

a

[
fy[y(x)]−

d

dx
{fz[y(x)]}

]
v(x) dx+

[
fz[y(x)]v(x)

]b
a

と表せる．
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証明. 方向微分の公式（命題 6.8）に部分積分を用いると

DF (y)(v) =

∫ b

a

{fy[y(x)]v(x) + fz[y(x)]v
′(x)} dx

=

∫ b

a

fy[y(x)]v(x) dx+
[
fz[y(x)]v(x)

]b
a
−
∫ b

a

d

dx
{fz[y(x)]} v(x) dx

=

∫ b

a

[
fy[y(x)]−

d

dx
{fz[y(x)]}

]
v(x) dx+

[
fz[y(x)]v(x)

]b
a

となる．

6.2.1 凸汎関数に対する最適性十分条件
始めに，目的汎関数が凸汎関数のとき，大域最適解の十分条件を求める．

［定理］ 6.18.

最小化 F (y) :=

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx

制約 y(a) = A, y(b) = B

(6.10)

において, 目的汎関数 F が凸汎関数であるとする．関数 ȳ(x) が





d

dx
fz[y(x)] = fy[y(x)]

y(a) = A, y(b) = B

の解ならば，ȳ(x) は問題 (6.10) の大域最小解である．

証明. ȳ(x) が問題 (6.10) の大域最小解であることを示すには，

F (y) ≥ F (ȳ) （ y(a) = A, y(b) = B を満たすすべての関数 y(x) ）

を示せば良い．これは，ȳ(a) = A, ȳ(b) = B なので，v(x) = y(x)− ȳ(x) とおくこと
により

F (ȳ + v) ≥ F (ȳ) （ v(a) = v(b) = 0 を満たすすべての関数 v(x) ）

と同値である ．以下で後者を示す．
関数 ȳ(x) を

(∗)






d

dx
fz[y(x)] = fy[y(x)]

y(a) = A, y(b) = B

の解とし，v(x) を
v(a) = v(b) = 0
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を満たす任意の関数とする．ここで，方向微分の第 2 公式（補題 6.17 ）を用いると

DF (ȳ)(v) =

∫ b

a

[
fy[ȳ(x)]−

d

dx
{fz[ȳ(x)]}

]
v(x) dx+

[
fz[ȳ(x)]v(x)

]b
a

= 0

(6.11)

となる．いま，目的関数 F が凸なので，

F (y + v) ≥ F (ȳ) +DF (ȳ)(v) = F (ȳ)

が成り立つ. よって ȳ は (P ) の大域最小解になる.

停留関数

［定義］ 6.19. 




d

dx
fz[y(x)] = fy[y(x)]

y(a) = A, y(b) = B

を満たす関数 y(x) を，停留関数 と呼ぶ．また，上記の式

d

dx
fz[y(x)] = fy[y(x)] (6.12)

を オイラー方程式 と呼ぶ.

y

ȳ(x)

F (ȳ)(v) = 0

図 6.8: 凸汎関数の停留関数

ȳ を固定すると，方向微分 DF (ȳ)(v) の値
は関数 v(x)によって決まるので，v を変数と
する汎関数DF (ȳ)( · )と見なすことができる．
式 (6.11)より，停留関数 ȳ(x)とはDF (ȳ)( · )
が「零汎関数」：

DF (ȳ)(v) = 0

（ v(a) = v(b) = 0 を満たすすべての v(x)）

となる関数のことである．数ベクトル上の最
適化問題における事実「最適解ならば微分が 0」と同様の関係が成り立っている．

6.2.2 解法例
［例］ 6.20 (目的汎関数が凸の場合).

最小化 F (y) :=

∫ 1

0

{y(x) + y′(x)2} dx

制約 y(0) = 1, y(1) = 2
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の最小解を求めよ．
目的汎関数 F の被積分関数は

f(x, y, z) = y + z2

となり，これは第 2，第 3 変数に関して凸である．よって，定理 6.18 より，

(∗)






d

dx
{fz[y(x)]} = fy[y(x)]

y(0) = 1, y(1) = 2

満たす関数が大域最小解になる．いま，

fy = 1, fz = 2z,

fy[y(x)] = 1, fz[y(x)] = 2y′(x)

なので，オイラー方程式（ (∗) の第 1 式）は

d

dx
{2y′(x)} = 1

となり，
2y′′(x) = 1

を得る ．これは，両辺を 2 回不定積分することにより,

y′(x) =
1

2
x+ c1

y(x) =
1

4
x2 + c1x+ c2 （c1, c2 は任意の定数）

となる．ここで，y(0) = 1, y(1) = 2 より，




c2 = 1
1

4
+ c1 + c2 = 2

を満たす．これを解くと c1 = 3/4, c2 = 1 となるので，

ȳ(x) =
1

4
x2 +

3

4
x+ 1

が求める大域最小解になる．

6.2.3 一般の汎関数に対する最適性必要条件
次に，一般の汎関数に対して局所最適解の必要条件を求める．
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［定理］ 6.21.

最小化 F (y) :=

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx

制約 y(a) = A, y(b) = B

(6.13)

に対して，ȳ(x) を局所最小解とする．このとき ȳ(x) は

(∗)






d

dx
fz[ȳ(x)] = fy[ȳ(x)]

ȳ(a) = A, ȳ(b) = B

を満たす．

解説 . まず，ȳ(x) が局所最小解であるので

F (y) ≥ F (ȳ)

（制約 y(a) = A, y(b) = B を満たし ȳ(x) に十分近いすべての y(x)）

が成り立つ．

O x

y

ȳ(x) + εv(x)

ȳ(x)

ここで，v(x) を

v(a) = 0, v(b) = 0

を満たす任意の関数とする ．それに対して，
ε を十分小さい数とすれば

ȳ(x) + εv(x)

は，制約を満たし ȳ(x) に近い関数である．よって，

F (ȳ + εv) ≥ F (ȳ) （十分小さい ε ）

が成り立つ．

O
ε

φ

ε

ȳ(x) ȳ(x) + εv(x)

ここで
φ(ε) = F (ȳ + εv)

とおくと

φ(ε) ≥ φ(0) （十分小さい ε ）

が成り立つ．いま，φ(ε) は 1 変数関数なの
で，ε = 0 が局所最小解であることから

φ′(0) = 0
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が成り立つ．方向微分の定義より，これは

DF (ȳ)(v) = 0 (6.14)

を表す ．したがって，方向微分の第 2 公式（補題 6.17）と v(a) = v(b) = 0 より

0 = DF (y)(v)

=

∫ b

a

[
fy[ȳ(x)]−

d

dx
{fz[ȳ(x)]}

]
v(x) dx+

[
fz[ȳ(x)]v(x)

]b
a

=

∫ b

a

[
fy[ȳ(x)]−

d

dx
{fz[ȳ(x)]}

]
v(x) dx

を得る ．よって
∫ b

a

[
fy[ȳ(x)]−

d

dx
{fz[ȳ(x)]}

]
v(x) dx = 0

（ v(a) = 0, v(b) = 0 を満たすすべての v(x) ） (6.15)

が成り立つ．
最後に，式 (6.15) を用いて

h(x) := fy[ȳ(x)]−
d

dx
{fz[ȳ(x)} = 0 （定数関数）

を示す．そのため背理法を用いる．いま，ある点 x = p で h(p) ,= 0 とする．する
と，点 p に近い点 x でも h(x) ,= 0 となる．

h(x)

x

y

O p

vp(x)

図 6.9: 関数 vp(x) は点 p か
ら離れたところでは 0．

ここで，関数 vp(x) を図 6.9 のような関数
とすると，
∫ b

a

[
fy[ȳ(x)]−

d

dx
{fz[ȳ(x)]}

]
vp(x) dx ,= 0

となるので，(6.15) に矛盾する ．
したがって，h(x) = 0（定数関数）となり

fy[ȳ(x)] =
d

dx
{fz[ȳ(x)}

が成り立つ． !

オイラー方程式の吟味

上記の解説より，関数 ȳ(x)を問題 (6.13)の局所最小解とすると，ȳ(x)はオイラー
方程式を満たすことが分かった．しかし，イメージがつかみづらいと思われるので，
もう一度オイラー方程式を吟味してみよう．
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O x

y

O x

y

ȳ(x)
vp(x) ȳ(x) + εvp(x)

p p

図 6.10: 分かりやすさのため ȳ(x) を直線とする．右図は x = p の近くを少し動か
した関数

例えば，ȳ(x) を代入しても，ある点 x = p でオイラー方程式が満たされていない
とする．このとき，図 6.10 のように，点 x = p の近くでだけ ȳ(x) を少し動すと，
方向微分の第 2 公式より vp 方向の瞬間変化率は

lim
ε→0

F (ȳ + εvp)− F (ȳ)

ε
= DF (y)(vp)

=

∫ b

a

[
fy[ȳ(x)]−

d

dx
{fz[ȳ(x)]}

]
vp(x) dx ,= 0

となる．ここで，ȳ における汎関数 F の vp 方向の瞬間変化率が 0 でないというこ
とは，x = p の近くで関数 ȳ(x) を少し動かすことで ，F の値を F (ȳ) より減らせ
るということを意味している．これは ȳ(x) が最小解であることと矛盾する．

停留関数と最小解の関係

図 6.11: 停留関数と最小解
の関係図

変分問題においても停留関数と最小解は図
6.11 のようになり，停留関数であっても最小
解でない関数が存在する．しかし，目的汎関
数が凸のときはすべて一致する．

［系］ 6.22. 変分問題 (6.13) において，目
的汎関数 F を凸汎関数とする．すると，局
所最小解はすべて大域最小解になり，

ȳ(x) が大域最小解 ⇐⇒






d

dx
{fz[ȳ(x)]} = fy[ȳ(x)]

ȳ(a) = A, ȳ(b) = B

が成り立つ．
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6.2.4 解法例
［例］ 6.23 (目的汎関数が凸でない場合).

最小化 F (y) :=

∫ 1

0

1

3
y′(x)3 dx

制約 y(0) = 1, y(1) = 2

の停留関数を求めよ ．
いま，

(∗)






d

dx
{fz[y(x)]} = fy[y(x)]

y(0) = 1, y(1) = 2

を満たす関数を求めればよい．被積分関数は

f(x, y, z) =
1

3
z3

となるので，

fy = 0, fz = z2

fy
[
y(x)

]
= 0, fz

[
y(x)

]
= y′(x)2

を得る．よって，(∗) の第一式は
d

dx

{
y′(x)2

}
= 0

となる．このまま両辺を不定積分すると

y′(x)2 = c1 （ c1 は任意の定数）

を得る．よって
y′(x) = ±

√
c1

となるが，これを改めて

y′(x) = c1 （ c1 は任意の実数）

とおき直す ．再度，両辺を不定積分すると

y(x) = c1x+ c2 （ c1, c2 は任意の定数）

を得る．ここで，y(0) = 1, y(1) = 2 より
{
c2 = 1

c1 + c2 = 2

となる．これを解くと c1 = c2 = 1 となるので，停留関数は

y(x) = x+ 1

となる．
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［練習問題］ 10. 1. 変分問題の停留関数を求めよ．

(1).

最小化 F (y) :=

∫ 1

0

{
2xy(x) + y′(x)2

}
dx

制約 y(0) = 1, y(1) = 0

(2).

最小化 F (y) :=

∫ 1

0

{−2exy(x) + y′(x)2} dx

制約 y(0) = 0, y(1) = 0

(3).

最小化 F (y) =

∫ 1

0

(1 + x2)y′(x)2 dx

制約 y(0) = 1, y(1) = 0

(4).

最小化 F (y) :=

∫ 1

0

{y(x) +
√

1 + y′(x)2}dx

制約 y(0) = −1, y(1) = 0


