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基本的な単一窓口の解析（M/M/1） 

 

到着 立ち去る

ポアソン分布
λ[個/時]

指数分布
μ[個/時]

 

単位時間あたりの到着数が、ポアソン分布に従い、単位毎のサービス時間が指数分布に従う。 

 

トラフィック密度(ρ) 

μ
λρ =  

 

●システム中に n単位存在する確率 

行列中に単位が存在しない状態から計算するとする。 

時刻(t+Δt)に、システム中に n個の単位が存在する確率 Pn(t+Δt)は、次の 4つの確率の和として求め

ることができる。 

(1) 時刻 tにシステム中に n単位存在し、その後Δt時間の間に、到着も立ち去る単位もない確率 

(2) 時刻 tにシステム中に(n-1)単位存在し、その後Δt時間の間に、1単位到着し、かつ立ち去る

単位がない確率 

(3) 時刻 tにシステム中に(n+1)単位存在し、その後Δt時間の間に、到着する単位がなく、かつ 1

単位だけ立ち去る確率 

(4) 時刻 t にシステム中に n 単位存在し、その後Δt 時間の間に、1 単位到着し、かつ 1 単位だけ

立ち去る確率 

ここで、Δt時間に 1単位の到着がある確率は、λΔt、1単位のサービスが終わり立ち去る確率は、μ

Δtである。そして、Δtは十分小さくて、Δt時間に 2単位の到着、あるいは立ち去る確率は、1単位

の場合に比べて無視できるものとする。 

 

(1)の確率 

( )( )( ) ( ) ( ){ }ttPtttP nn Δ+−→Δ−Δ− μλμλ 111  

tΔ が十分小さいので、 ( )2tΔ の項は省略できる。以下、同様に省略する。 

(2)の確率 

( ) ( ) ( ) ttPtttP nn Δ→Δ−Δ −− λμλ 11 1  

(3)の確率 

( )( ) ( ) ttPtttP nn Δ→ΔΔ− ++ μμλ 11 1  

(4)の確率 

( ) 0→ΔΔ tttPn μλ  
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以上の確率をまとめると、時刻(t+Δt)に、システム中に n個の単位が存在する確率 Pn(t+Δt)は、次の

ようになる。 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )1,1 11 ≥Δ+Δ+Δ+−=Δ+ +− nttPttPttPttP nnnn μλμλ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tPtPtP
t

tPttP
nnn

nn
11 +− +++−=

Δ
−Δ+

μλμλ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,11 ≥+++−= +− ntPtPtP
dt

tdP
nnn

n μλμλ ----------------------(1) 

 

同様にして、時刻(t+Δt)に、システム中に 0 個の単位が存在する確率 P0(t+Δt)は、次のようになる。 

( ) ( ){ } ( ) ( )0,1 100 =Δ+Δ−=Δ+ nttPttPttP μλ  

( ) ( ) ( ) ( )0,10
0 =+−= ntPtP
dt

tdP μλ -----------------------------------------(2) 

 

次に、ρ<1 で定常解が存在する場合について求める。式(1)と(2)の微係数を 0と置いて得られる定常状

態方程式を次に示す。 

( ) ( )
( )0,

1,

10

11
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nPP
nPPP nnn
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ここで、ρ=λ/μを用いて、整理すると次のようになる。 

( ) ( )
( )0,

1,1

10

11

==
≥+=+ +−

nPP
nPPP nnn

ρ
ρρ

 

以上の式をもとに、任意の Pnについて求めると、次の関係を導くことができる。 

0PP n
n ρ=  

また、次の関係がある。 
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以上のことから、システム中に単位が存在しない確率 P0は、次式で与えられる。 

ρ−= 10P  

また、この式よりシステム中に n個の単位が存在する定常確率 Pnは、次のとおりとなる。 

( )ρρ −= 1n
nP  
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【補足】 
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●システム内単位数の平均 
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【補足】 
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●平均待ち時間 

システムに到着してからサービスを受けるまでに、待ち行列に滞在する時間の平均を平均待ち時間とい

う。平均待ち時間は、システム内の平均単位数(L)に平均サービス時間(1/μ)を乗じて求めることがで

きる。 

 

μρ
ρ 1

1
⋅

−
=qW  

 

 

●平均待ち行列長さ 

 

リトルの公式（平均値の法則） 

qq WL ⋅= λ  

Wq：平均待ち時間[時] 

Lq：平均待ち行列長さ[個] 

λ：平均到着数[個/時] 
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M/M/1(∞)モデル 

 

 

①待たされる確率： μ
λρ ==qP

 

②平均滞在単位数： ρ
ρ
−

=
1

L
 

③平均滞在単位数の分散： ( )2
2

1 ρ
ρσ
−

=
 

④平均待ち行列長さ： ρ
ρ
−

=
1

2

qL
 

⑤平均滞在時間： ( )ρμ −
=

1
1W

 

⑥平均待ち時間： ( )ρμ
ρ
−

=
1qW
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