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Interpretation of the Relationship Between Energy
and Size Reduction on the Basis of the Fractal Concept

by
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Using the fractal concept,the energy E required for the size reduction of a solid
is explained by a Fractal - Rittinger equation dE / d (dp) oc where dp is particle
diameter, and D is the fractal dimension ranging from 2 to 3. Lewis' and Holmes'
equation, which is generally applicable to the comminution of solid material but when
the physical meaning of the parameters is uncertain, is involved in the Fractal - Rit-
tinger equation with the fractal dimension of the surface of the size - reduced material.

The fractal dimensions calculated from the literature values of the exponents in
Lewis' and Holmes' empirical equations agree well with those experimentally obtained
for the corresponding materials,
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1.緒 言

粉砕 に要す るエ ネルギ ー につ いて は種 々の立 場か ら

多 くの議論 があ る が,こ こで は,集 合 粉砕 を含 まない

理 想的 粉砕 前後 にお け る粒径 の変化 と,そ れ に要す る

エ ネル ギーを関 連付 け よ うとす る立 場 に立 つ。 この 立

場 の 古典 的理 論 に はRittinger則(1867)とKick則

(1885)が あ り,こ の両者 は古 くか ら相 容 れ な い理論

として 知 られて お り,現 在 で も真 の解 決に は至 って い

な い1)。 ま た これ らの折衷 案で あ るBond則(1952)

は工 業 的に非 常 に よ く使わ れ てい るが,理 論 的根 拠 は

薄弱 とされ る1)。 さ らに これ ら3つ の式 を包 括 す る意

味でLewis則2)が よ く知 られて い る。

(1)

Eq.(1)はn=1でKick則,n=1.5でBond則,n=

2でRittinger則 に な る。 ま た他 に もKick則 を修 正 し

たHolmes3)の 式 等 が 知 られ て い る が

(2)

やはり指数γに理論的根拠がないといわれる4)。また

考え方の相違はあるが近年,神 田,八 嶋ら2)は確率論

を取り入れた材料力学的手法により強度の寸法効果を

考慮 し,次 の式を導いた。

(3)

この式のmは 粉体(試 験 片)中 の クラ ックの 強 さの 分布

がweibull分 布 に したが う と仮 定 した場 合 の係数 で,

weibullの 均一 性 係数 とい われ数学 的定 義で はm＞1

で あ ると され て い る。 これ らLewis, Holmes,神 田
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・八 嶋 らの式 は形 の上 で は同 形で あ り,そ の指 数パ ラ

メータ に よってRittinger, Kickの 両法 則,お よ び

Bond則 を表 わ しうる。 しか し,そ のパ ラメー タが異 な

る と何故 そ れぞれ の法則 を満 足す るか につ い ての解 答

は得 られてい ない。

一方,近 年発 展 して きた フ ラク タル概 念 を適 用 して

固体 の衝 撃粉砕 によ る破 砕物 の不 規則 形状 を フ ラク タ

ル次 元 で定 量化 し,粉 砕 エ ネル ギー と関連 付 け よう と

した試 みがMandelbrotら5,6),お よび遠 藤 ら7)に よ

ってな されて きた が,そ の形 状 の捕 らえ方 が マ クロ的

で あ る こと,ま た3次 元 物体 の2次 元 投影 像 に対す る

解析 で あ ること など の問題 が残 され てお り,破 砕物 形

状 と粉砕 エ ネルギ ー との関 連を 充分 明か にす る に至っ

て い ない。

本 報 では,ガ ス(N2お よ びKr)吸 着 法 によ り求 め た

比 表面 積 と粒径 に関す るPfeiferら8～12)の 知 見 を も と

にす れば,Rittinger理 論 の 基 本 的考 え方(粉 砕 に要

す るエネル ギ ーは新 生表 面積 に比例 す る)に よって 粒

径 変化 と粉 砕 エネル ギ ー に関す る既往 の諸 関係式 を統

一 的に理解 す る ことが で きる ことを示 す。

2.比 表 面 積SWと ふ るい 粒径dpの 関 係

従 来 の粉砕 エネ ルギ ー論 の中で は比 表 面積 と粒径 の

関係 は,常 に

(4)

であり,η はdpに よ らず不 変 であ るとの 見方 が されて

き た。 これ に対 し,Pfeiferら8～12)は 分 子 レベル の ス

ケール で多 くの固体(粉 粒体)表 面不 規則 構造 が フ ラク

タル(自 己相 似)で ある こ とを示 し,窒 素 ガ ス(ま た は

Krガ ス)吸 着 法で 求め た比 表面 積Sω の粒 径dpに よ る

変化 の仕方 が,表 面構 造 の フ ラクタル次 元Dを もち い

て

(5)

で表 わ され る ことを明 らか に した。

この結果 によれ ば,従 来認 め られて きたEq.(4)の

関係 は球,立 方 体 な どの規則 的形 状の 粒子 に対 して は

成 り立っ もの の,粒 子 が不規 則 な 自己相 似形状 を持 っ

場合 には必ず し も成 り立 たな い ことに な る。Pfeifer

ち8)は,ま ず 一個 の粒 子 に対 して固体 表面 がD次 元 フ

ラク タルで あれ ば測度 の関 係6,13)か ら次 式が 成 り立っ

ことを示 した。

(6)

また,粉 粒体の密度ρが一定と仮定すれば単位質量当

りの粒子数kは

(7)

一 方 ,

(8)

で あ るの でEq.(6)とEq.(7)をEq.(8)に 代入 して

Eq.(5)が 導 かれ る。

Eq.(5)を 書 き直 せ ば

(9)

Pfeiferら は,窒 素吸 着法 に よ って求 め た比 表面 積

Sωに っ いて,多 くの物 質でlogSω 対logdpを プ ロット

して傾 きが-1で な い直 線に な る ことを実 証 し,そ の

傾 きか らフ ラク タル次元 を 求 めた。 その結 果,Dは2

～3の 範 囲 を取 り,シ リカゲ ルの よ うな多 孔 性物質 で

はD=3.04±0.05と ほ ぼ3に 近 い値 を と り12),ま た

方 解石 の よ うな もの で はD=2.1610,11)で あ っ た。 筆

者 ら14)も米 粉 粒,脱 脂米 粉 粒お よ び小麦粉 に対 して実

験 的 に同様 の 方法 で比表 面 積 の粒径 依存 性 を確 か めた

とこ ろ,あ る範 囲 でEq.(9)が 成立 す るこ とを認 め,

米 粉 粒,脱 脂 米粉 粒で はD=2.29(dp＜400μm),小

麦 粉 で はD=2.42(dp＜100μm)を 得 た。 比表 面積 の

測定法 には いろ いろ な方法 が あ るが,粉 砕 に よ る新 生

表面 は分子 レベ ルで の結合 の 切断 で ある か ら,分 子 レ

ベ ルで の凹 凸の あ る表 面 の面積 につ いて は窒素 吸着 法

で求 め た値 の方 がよ り適 切で あ る と考 え られ る。

3.フ ラ ク タル概 念 を考 慮 に入 れ たRittinger則

の修 正

Rittinger則 に は2通 りの表 現形 が あ る。1つ は

(10)

であ り粉砕 前後 の比 表 面積 の変化 とエ ネル ギーの 関係

を示す 形,い ま1つ は,粉 砕前 後 の粒 径変 化 と対応 付

け るためEq.(4)をEq.(10)に 代 入 して

(11)

と表 す形 で あ る。 筆者 らはRittinger理 論 の 基本 で あ

る 「粉 砕 に よ って生 ず る新 生表 面積 は粉 砕 に要す るエ

ネルギ ーに比 例す る」 な る仮定,す なわ ちEq.(10)か

ら出発 した 。Eq.(10)に,Eq.(4)で は な く,フ ラク

タル概 念 を 導入 して導か れ たEq.(5)を 代 入す ると,

次式 が導 か れ る。

(12)

またこれを微分形で表せば

(13)

と なる。 これを以 後Fractal-Rittinger式 と呼 ぶ こ と

にす る。

フ ラ クタル次 元Dが2～3の 間 の値 を取 り得 るので,
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D=2の 時 は従来 のRittinger則Eq.(11)に な り,D

=3の 時Kick則 ,ま た中間 の2.5で はBond則 になる。

す なわ ち,こ れ まで対 立 して いた粉砕 理論 は,得 られ

る粒 子 の表面 不規 則性 を考慮 す れ ば統一 的 に理解 で き

る。 フ ラク タル次 元D=2と い うの は表 面構 造 が従 来

の考 え方(Euclidean)に よ る規 則的 な形 状 の面 と同等

であ る ことを意 味 し,従 来 のRittinger則 との一 致 は

当然 であ る。 またD=3の 場合 に は,新 生表 面 を得 る

ため の分子 間結 合切 断 に要 す る エネル ギ ーは見 掛 け上

体 積 に比例 す る ことに な る。 これ はKick則 の"粉 砕

に要す るエネ ルギ ーは体積 に比例す る"と い う解釈1)

と一致 す る。 さ らに 多 くの固体 表面 の フ ラ クタル次 元

が2～3の 中 間で あ るこ と10,14)からBond則 も近似 式

として 無 理な く受 け入れ られ る。

4.従 来 の 一 般 式 との 関 連

本報 で得 られ たFractal-Rittinger式 は形 式上一 般

則 とい わ れ るLewis則Eq.(1),ま たHolmesの 式

Eq.(2),さ らに 神田,八 嶋 らの 式Eq.(3)と 一 致 す

る。 しか し,Fractal-Rittinger式 にお け る指数 パ ラ

メー タDに 意 味が あ るのに対 して,そ の他 の式 で はn,

γ,mに 対 す る意 味が あいまいであ った(mに は 数 学

的定 義が 与 え られ て いるが,そ の物理 的意 味 との 関連

が明 らかでな い)。しか しなが ら,一 般 則 の指数 パ ラ メ

ー タにつ いて は今 日まで多 くの知 見 が経験 的 に積 み重

ね られ て きて いる2～4)。 こ こで は これ らパ ラメ ー タと

フ ラク タル次 元Dと の 関係 につ いて 調べ た。

先ず その取 り得 る範 囲 につ いて,Lewis則 のパ ラメ

ー タnは 経 験上1～2と され2)微 分形 のEq .(1)に お

ける粒径の 指数(-n)は-2～-1の 範 囲を とる。一 方

フラクタル 次元Dは 理論 的に2～3で あるのでFractal

-Rittinger式Eq .(13)に お ける 粒径 の 指 数(D-4)

は-2～-1を と り,両 式 の粒径 にかか る指数 の範 囲

は 過不足 な く一 致 す る。また,微 分 形で 表 わした諸 エネ

ルギ ー式 間 の指数 は同値で あ ると仮定 す ると,そ のパ

ラメ ー タど う しの相互 関係 はTable1の よ うに な る。

nとrに 関 して は,そ の経 験 的範 囲 とフ ラク タル次元

Dの 範 囲か ら計 算 され た範 囲 とは一 致 す る。mに 関 し

て は八 嶋 ら2)の デ ー タにみ られ るよ うに多 くの材 料 で

m＞2で あ るの に対 して フ ラクタル次 元 か らの計算 値

で はm＞5と な り,そ の最 小値 につ いての くい違 いが

み られ た。 この点 に関 して は,式 の意 味 の違 い を も含

めて 今後 十分 検討 す る必要 が あろ う。

Table 1 Relation among exponents in equations
for size - reduction

Table 2 Calculation of fractal dimensions from
literature values of the exponents in Eqs.

(1)-(3), and their comparison with those
experimentally obtained

次 に 同種 の物質 に つ いて実験 的 に得 られ て きた一般

則 中のパ ラメー タ と,や は り実 験 的 に求 め られ た フ ラ

クタル次 元.Dと の比較 を行 った。Table2の カ ラム3

(Dcal)は カラム2の パ ラメータの範 囲 を もちい てTable

1に 示 した換 算式 で フラ クタル次元 の対 応範 囲 を計算

した もので あ り,ま た カ ラム4(Dexp)はPfeiferら が

実験 デ ー タに基 つ きま とめた フラク タル次 元で あ る。

個 々の 測定材 料 や測定 条件 の相 違 に よ るバ ラツキ を考

慮 すれ ば,よ く一 致 して いる とい え る。

Fractal-Rittinger式 がLewis則,Holmes則 など

の一 般 則 を包 含 す る もので あ り,破 砕 物表 面 の フラ ク

タル次 元がLewis則,Holmesの 式 な どの指数 に反 映

され ると い う考 えを 示 した。 しか し実 際 の粉砕 に要 す

るエ ネル ギー と理 想 的理 論粉 粋 エ ネルギ ー との差 につ

いて は依然 解答 を与 え て はいな い。
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